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Introducere

Aceasta lucrare este rezultatul cursurilor gi seminariilor de analiza matem-
atica tinute de autor studentilor anilor intai ai Facultatilor de Automatica
si Electronica din Universitatea Politehnica Bucuregti. Cartea este struc-
turata in zece capitole, continand exercitii rezolvate care acopera programa
cursului de analiza din primul si al doilea semestru. In ultimul capitol sunt
exemple de subiecte propuse la examenele de analiza matematica. Fiecare
capitol incepe cu o sectiune teoretica ce contine principalele notiuni si rezul-
tate necesare rezolvarii exercitiilor. Desigur, pentru intelegerea conceptelor
fundamentale ale analizei este necesara o pregatire teoretica suplimentara.
Pentru aceasta, sunt recomandate cursurile care se adreseaza studentilor din
invatamantul superior tehnic; o lista cu acestea se gaseste in bibliografia de
la sfarsit, indeosebi lucrarile [4], [6], [9]. De asemenea, se recomanda con-
sultarea si a altor culegeri de probleme, de exemplu [11], [12], [13], [14].






Capitolul 1

Serii de numere

1.1 Notiuni teoretice

Relatii
Daca M este o multime arbitrara nevida, orice submultime p C M x M se
numeste relatie pe M. Se noteaza xpy daca (x,y) € p.
Relatia p se numesgte:
reflexiva dacad xpzx, Vo € M;
simetrica daca xpy = ypx;
antisimetrica daca xzpy si ypr = = = y;
tranzitiva daca xpy si ypz = xpz.
O relatie se numeste relatie de ordine daca este reflexiva, antisimetrica si
tranzitiva.
Relatia de ordine p (pe multimea M) se numeste totald (sau se mai spune
ca multimea M este total ordonata) daca pentru orice x,y € M rezulta zpy
sau ypzx.
In cele ce urmeazi (M, <) este o multime total ordonati, iar X este o
submultime nevida a lui M. Un element a € M se numeste majorant al
multimii X daca z < a, Vo € X. Daca multimea majorantilor lui X este
nevida, atunci X se numeste majorata.
Un element b € M se numeste minorant al lui X daca b < z, Vo € X.
Multimea X se numeste minorata daca multimea minorantilor sai este nevida.
Multimea X se numeste marginita daca este si majorata si minorata.
Daca X este o submultime majorata a lui M, atunci un element o € M se
numeste marginea superioara a lui X daca:
i. x <a,Vr € X; (aeste majorant).
ii. daca z <+, Vo € X, atunci a < ; (« este cel mai mic majorant).

7



8 CAPITOLUL 1. SERII DE NUMERE

Analog se definegte marginea inferioara a unei multimi minorate.
Notatiile uzuale pentru marginea superioara si marginea inferioara ale lui
X (daca exista) sunt sup X si, respectiv, inf X.

Multimi de numere
Multimea N = {0, 1,2, ...} a numerelor naturale se defineste axiomatic dupa
cum urmeaza (axiomele lui Peano):
i. exista s: N — N functie injectiva (functia succesor);
ii. exista 0 € N astfel incat functia s: N — N \ {0} este bijectivi;
iii. pentru orice submultime A C N cu proprietatile

0€e N sgis(n) € A, Vn € N,

rezultd A = N (principiul inductiei matematice).

Multimea numerelor intregi este Z = {..., =2, —1,0,1, 2, ...}, iar multimea
numerelor rationale este:
Q={"|m,ne€ Zn#0, cu conventia ™ = £ dacd mk = np}.

Prin definitie, multimea numerelor reale R satisface axiomele urmatoare:
i. structura algebrica: existd doua operatii (adunarea gi inmultirea, notate
+ si - ) astfel incat (R, +,-) este corp comutativ;
ii. structura de ordine: exista o relatie de ordine totala pe R (notatda <),
compatibila cu operatiile algebrice:

r<y=z+z2z<y+z Vz,y,2 € R

0<zx<y=0<uay, Vr,y € R.

iii. axioma marginii superioare (Cantor): orice submultime nevida si majo-
ratd a lui R are o margine superioara in R.
z daca x>0
—x daca x <0
Multimea C' a numerelor complexe este multimea perechilor ordonate de
numere reale, C' = R x R. Cu operatiile

Modulul unui numar real z € R este |z| =

(a,b) + (¢,d) = (a+ b,c+d) si (a,b) - (¢,d) = (ac — bd, ad + be),

(C,+, ) este corp comutativ. Se noteaza ¢ = (0, 1) si identificAnd perechile
de forma (a,0) cu numaérul real a, orice numar complex z € C se scrie
2z =a+1ib,a,b € R; prin calcul direct se obtine 2 = —1.

Modulul numérului complex z = a + ib este, prin definitie, |z| = Va2 + b?;
proprietatile modulului sunt:

i. |2|>0,VzeC
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i |2|=0& 2=0
iii. |z 4+ w| < |z + |w], Vz,w € C
iv. |zw| = |z] - |wl|, Vz,w € C.

Fie z € C, z # 0; argumentul (redus) al lui z este, prin definitie, unghiul
¢ € [0,27) facut de semidreptele Ox si Oz (in sens trigonometric pozitiv).
Forma trigonometrica a lui z este z = |z|(cos ¢ + sin ).

Siruri de numere
Un gir de numere reale (complexe) este orice aplicatie x : N +— R(respectiv C);
notatia uzuala este x(n) = x,, Vn € N.
Daca ¢ : N = N este o functie strict crescatoare, atunci x,(,) se numeste
subgir al girului x,,.

Un sir de numere reale (sau complexe) se numeste convergent daca exista
un numar real (respectiv complex) a cu proprietatea:

Ve>0,3N(e) € N astfel incat Vn > N(e), |z, —a|] <e.

In acest caz, numarul a se numeste limita girului si se noteaza a = lim x,.
n—oo

Daca exista, limita este unica.
Un gir este convergent daca si numai daca orice subsgir al sau este convergent.

Sirul z,, (de numere reale sau complexe) se numeste marginit daca exista
M > 0 astfel incat |z,| < M, Vn € N.

Sirul z,, de numere reale se numegte monoton daca Vn € N, z, < Znp4+1
(crescator), sau VYn € N, x, > x,41 (descrescator).

Orice gir convergent este marginit. Pentru giruri de numere reale are loc
i urmatorul rezultat (teorema lui Weierstrass):

Orice gir monoton gi marginit este convergent; daca sirul este crescator,
atunci limita este marginea sa superioara (supx,), iar daca girul este de-
screscator, atunci limita este marginea sa inferioara (inf x,,).

Un sir x,, se numeste sir Cauchy (sau fundamental) daca:

Ve >0, 3N (e) € N astfel incat Vn,m > N(e), |z, — x| < €.

Multimea numerelor reale are urmatoarea proprietate de completitudine
(criteriul general al lui Cauchy de convergenta):

Un gir de numere reale este convergent (in R) daca si numai daca este sir
Cauchy.

Multimea numerelor rationale nu are aceasta proprietate: de exemplu, sirul
(crescator gi marginit de numere rationale) x,, = (1 + %)n este gir Cauchy,

dar nu are limita rationald. In schimb, exista lim z, € R.
n—oo
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Sirurile de numere complexe convergente (Cauchy) se pot caracteriza cu
ajutorul girurilor de numere reale convergente (respectiv Cauchy):
i. 2z, = x, + iy, este sir (de numere complexe) convergent daca si numai
daca girurile (de numere reale) x,, si ¥, sunt giruri convergente. In acest caz,
Jim 2 = lim @+ Jim
ii. 2z, = x, + 1y, este sir Cauchy in C' daca si numai daca x, $i y, sunt
siruri Cauchy in R.

Multimea numerelor complexe are (ca gi multimea numerelor reale) pro-
prietatea de completitudine: un sir de numere complexe este convergent
daca i numai daca este sir Cauchy.

Se spune ca un sir de numere reale x,, are limita co daca:
VM >0, ANy € N astfel incat Vn > Ny, x, > M.

Sirul de numere reale z,, are limita —oco daca:
VM < 0, dNy; € N astfel incat Vn > Ny, z, < M.

Un gir de numere complexe z, are limita oo daca:
VM >0, 3Ny € N astfel incat Vn > Ny, |z, > M.

Serii de numere
n

Fie z,, un sir de numere complexe si fie s, = E x) sirul sumelor partiale
k=1
asociat. Seria E Zy se numeste convergenta daca sirul s, este sir convergent;

n
in caz contrar seria se numegte divergenta. Daca seria este convergenta,

atunci limita girului s, este suma seriei, notata E Tn.
n

Seria E Zpn, se numeste absolut convergenta daca seria E |z,,| este serie
n n
convergenta. Orice serie absolut convergenta este convergenta, reciproca

fiind falsa.
Daca x, = u, + iv,,u, € R,v, € R, atunci seria E T, este convergenta
n

daca gi numai daca seriile E Uy §i E v, sunt ambele convergente.

Dam in continuare doua exgmple reglarcabile de serii.

Seria geometrica

Fie z € C (numit ratie) si fie seria geometrica Z 2". Atunci seria este
n>0

convergenta daca gi numai daca |z| < 1. In acest caz suma seriei este:

1
ZZn:l—z.

n>0
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Evident, dacd z = 1 seria este divergentd; pentru orice z € C, z # 1 sirul
sumelor partiale este:

n 1— zn+1

sn:sz:TZ,Vz#l.

De aici rezulta ca s, este convergent daca si numai daca |z| < 1.
Seria lui Riemann (seria armonica generalizata)

Fie a € R i fie seria E
n>1
Seria data este convergenta daca si numai daca « > 1; in particular, seria

. 1 .
armonica E — este divergenta.
n

n
Fie < 1. Vom demonstra ca girul sumelor partiale s,, este nemarginit, deci
divergent; pentru orice n € N, avem inegalitatile:

11 1 1
son=ld oot oot o> 1+ o>

30{ 27La_ 27’L_
>1+1+<1+1><+1+1+1+1>+
= T27\3 "4 56 7 °8) "

+ ( ! + ! + ..+ = >
T\l 2l 42 2n) =
1 1 1 1 n
>S14+-+2-~+4- -+ 42" — =1+ > .
> 1+ 5 + 1 + 3 + ...+ on + 5
Fie acum « > 1; este suficient sa aratam ca girul sumelor partiale este

marginit (fiind crescator, rezultd convergent). Pentru orice n € N avem
inegalitatile:

1 1 1 1 1 1
sgn_1 =1+ ets) @t tatma) T

g ! 1 1 1 L2
=ltoagt 22(a—1) + 23(a—1) ot 2(n—1)(a=1) — 9a—=1 _ 1°

De aici rezulta ca sirul s,, este marginit.
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Criterii de convergenta pentru serii de numere
1. Criteriul general al lui Cauchy.
Fie z, € C un gir de numere complexe; atunci seria E zn, este convergenta

n
daca si numai daca Ve > 0, 3N () € N cu proprietatea
|Znt1 + Znt2 + oo+ 2Zngp| <&, Vn > N(e),Vp € N.

2. Criteriul comparatiei
Fie u,, > v, > 0.
a. Daca seria E uy este convergenta, atunci si seria E vy, este convergenta.

b. Daca seria g vy, este divergenta, atunci si seria E Uy, este divergenta.

3. Criteriul de comparatie la limita
Fie u,, > 0 si v, > 0.

un
a. Daca lim — exista si este un numar real nenul, atunci cele doua serii
n%a)yn

au aceeasi natura.
b. In particular, daca v, = n%, atunci obtinem criteriul de comparatie la
limita cu seria lui Riemann:

Fie ¢ = lim n%u,,.
n—oo

i. Dacd o > 1gi ¢ € R, (£ poate fi gi 0), atunci seria Z Uy, este convergenta.
n
ii. Daca a <1 i ¢ > 0,(£ poate fi i 0c0) atunci seria Z u, este divergenta.
n

4. Criteriul raportului (al lui D’ Alembert)

1
Fie u, > 0; presupunem ca exista lim Yntl _ Y4
n—oo Un,

a. Daca £ < 1, atunci seria E Uy, este convergenta.

b. Daca ¢ > 1, atunci seria Z Uy, este divergenta.

n
O varianta (mai generald) a acestui criteriu este:
Daca exista ¢ € (0,1) si ng € N astfel incat

Un+1
Un

< ¢, Vn > ng,

atunci seria ), u, este convergenta.

5. Criteriul radacinii (al lui Cauchy)

Fie u, > 0; presupunem ca exista lim Yu, = £.
n—oo

a. Daca £ < 1, atunci seria E Uy, este convergenta.
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b. Daca ¢ > 1, atunci seria Zun este divergenta.

n
O varianta (mai generald) a acestui criteriu este:
Daca exista ¢ € (0,1) si ng € N astfel incat

Yu, < c,Yn > nyg,

atunci seria ), u, este convergenta.
6. Criteriul Raabe-Duhamel
Fie u, > 0; presupunem ca exista

lim n( Un —1> = /.
n—00 Up+1

a. Daca £ > 1, atunci seria E U, este convergenta.

n
b. Daca ¢ < 1, atunci seria Z uy este divergenta.
n
7. Criteriul logaritmic
1

Fie u, > 0; presupunem ci exista lim —% = /.
n—oo Inn

a. Daca £ > 1, atunci seria E u, este convergenta.

n
b. Daca ¢ < 1, atunci seria Z uy este divergenta.
n

8. Criteriul condensarii
Fie uy, > upy1 > 0, Vn € N. Atunci seriile

> un st > 2"ugn
n n

au aceeagi natura.
9. Criteriul integral
Fie f: (0,00) — [0,00) o functie descrescatoare si fie sirul

= /f F(t)dt.

Atunci seria E f(n) este convergenta daca si numai daca sirul a,, este con-
n

vergent.

10. Criteriul lui Leibniz

Fie u,, > 0 gi fie seria alternata Z(—l)”un. Daca sirul u,, este descrescator
n

si are limita zero, atunci seria este convergenta.
11. Criteriul Abel-Dirichlet
Fie a, un gir descrescator cu a, — 0 si fie u,, un gir de numere complexe
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n
astfel incat girul sumelor partiale Z ug este marginit. Atunci seria Z AnUnp
k=1 n
este convergenta.

Convergenta conditionata

O serie convergenta Z uy, se numeste neconditionat convergenta daca pen-
n
tru orice permutare (functie bijectiva) o : N — N, seria Zuo.(n) este de
n

asemenea convergenta; altfel, seria se numeste conditionat convergenta.

Dam in continuare doua rezultate remarcabile cu privire la convergenta
conditionata:
Teorema lui Dirichlet
Orice serie absolut convergenta este neconditionat convergenta.
Teorema lui Riemann
Fiind date o serie convergenta, dar nu absolut convergenta si S € RU{+o0},
atunci exista o permutare a termenilor seriei initiale astfel incat suma noii
serii sa fie S.

Aproximarea sumelor seriilor convergente
Evident, suma unei serii convergente se poate aproxima cu termenii girului
sumelor partiale. Dam mai jos doua rezultate in acest sens.
Aproximarea sumelor seriilor cu termeni pozitivi

. . n n, Un41 o
Fie u, > 0 si fie & > 0 astfel incat ook < 1,Vvn € N. Daca S
U
" n
este suma seriei convergente Z Un, 1ar s, = Zun este suma primilor
neN k=0

n + 1 termeni, atunci:

k
‘S — Sn| < mun.

Aproximarea sumelor seriilor alternate
Fie g (—1)"u,, o serie alternata convergenta, si fie S suma sa.

neN
n

Daca S, = Z(—l)kuk este suma primilor n + 1 termeni, atunci
k=0

|S - Sn| < Upyi.
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1.2 Serii cu termeni pozitivi

Sa se studieze natura urmatoarelor serii cu termeni pozitivi defi-
nite de sirul z,, (exercitiile 1-30):

1 ( 3n )”
. Ty =
" n+1

Solutie

. Do . 1
Seria diverge; se aplica criteriul necesar: nh_{go Ty = 3—\@ £ 0.
1
2. T, = —
n!
Solutie

Seria converge; se apoate aplica criteriul comparatiei:

1
Ty < —,Vn>4.

_— 2”’
3 1
Xy = ———.
" onvn+1
Solutie ,
Aplicam criteriul de comparatie la limita: nh_}ngo n2x, = 1, deci seria con-
verge.
3 _ 3
PRPI R LRy
n
Solutie

lim n“z, = lim n® 1 .
00 no0 o (Y (n+ 12+ nln +1) + Vn?)
Alegand o = a + %, se obtine limita % (finita si nenula) si deci, conform cri-
teriului de comparatie la limita, seria este convergenta daca si numai daca
a> 1.

a

n
— a€
Vvn +1- \/ﬁ
Solutie

Se amplificd cu conjugata si se procedeaza ca in exemplul precedent.

R

5. T, =

1
6. , = /nln (1-1— >
n
Solutie
1

Se compara la limitad cu —; seria este divergenta.

vn
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1 1

Solutie
o C 1
Se compara la limita cu —.
n
1 1
8. xn:aln(l—l—b),a,beR
n n
Solutie
Se compara la limita cu ——.
n —a
1 2
9. zp, = 711(71 +2)
nd+1
Solutie
Pentru orice o € (1, %) se obtine 'n,h—>nolo n®x, = 0 si deci seria este convergenta.
n!
10. Ty = on
Solutie

Aplicam criteriul lui D’ Alembert:

2n
€T n 1

lim — = lim =— <1,

n—00 I, n—oo \n + 1 @2

deci seria converge.

11. z, = n! (a) ,a €ER
n
Solutie

Se aplica criteriul raportului:

. Tn+1 . n " a

lim = lim a = —

n—oo I, n—00 n-+1 e

Daca a < e, atunci seria este convergenta; daca a > e, atunci seria este
divergenta. Pentru a = e, aplicam criteriul lui Raabe-Duhamel:

1\"1
limn<$n —1):lirnn<<rhL ) —1>:
n—00 Tn+1 n—00 n e

:n<(1+1>n1—1>:1 lim WH
n €

e Nn—oo

n

Ultima limita se calculeaza aplicand regula lui L‘Hopital:

Lo QFni—e (142 o- (o)) e

z—0 x z—0 T2 2’
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rezulta ca seria este divergenta.
Observatie: pentru a = e, divergenta seriei se poate demonstra si aplicand
criteriul necesar: sirul z,, nu converge la zero.

12, z, =

Solutie
Seria este convergenta; se aplica criteriul raportului.

a(a—1)...(a—n+1) 2
(a+1)(a+2)...(a+n+ 1)) ,ad 7.

13. 2, = (2n+ 1) (

Solutie
Aplicand criteriul raportului, rezulta:

T 2n + 3)(a —n)?
lim = = lim (2n + 3)( ) = 1. Cu criteriul Raabe-Duhamel,
n—oo I, n—oo (2n + 1)(a +n + 2)2

x
se obtine: hm n( L 1> = 4a + 3. Daca a > — , atunci seria con-
Tn+1
verge; dacd a < —3, seria diverge; daca a = %, atunci z,, = ﬁ si deci
seria diverge.
n!
14. z, = ,a>—1.

(a+1)(a+2)...(a+n)
Solutie
Criteriul raportului nu decide; aplicand criteriul Raabe-Duhamel, se obtine:

. Tn . at+n—+1
lim n —1l)=lmn{——-1)=a
n—00 Tn+1 n—00 n+1

deci pentru a < 1 seria diverge, iar pentru a > 1 converge; daca a = 1, se
obtine seria armonica (divergenta).

Solutie

Seria este divegenta (criteriul Raabe-Duhamel).
5..2n—1) 1

-4-6..2n 2n+1

Solutie
Se aplica criteriul lui Raabe-Duhamel: seria este convergenta.

1 n
17. 2, = (1— 3 n")
2n
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Solutie
Criteriul radacinii nu decide; aplicand criteriul logaritmic, se obtine:

ln(l o 3lnn)fn 3

lim ———=2n 2 — =
n—00 Inn 2
deci seria converge.
n+1\"
18. =
n (Bn + 1)

Solutie
Seria converge; se aplica criteriul radacinii.

an+1

—_— b
bn—|—1> ,a>0,0>0

19. z, = (
Solutie
Aplicand criteriul radacinii se obtine:

] n e g
Ji, o =7

Daca a < b, atunci seria converge, iar daca a > b seria diverge. Daca a = b,
atunci seria diverge (criteriul necesar).

an

na

daca npar
daca nimpar

3=

20. z, = ,a>0

n
Solutie

Aplicand criteriul rad&cinii, se obtine nll)nolo \/|zn| = a, deci daca a < 1, seria
este convergenta, iar daca a > 1, seria este divergenta; pentru a = 1, seria

este divergenta (criteriul necesar). Sa mai observam ca pentru aceasta serie,
criteriul raportului nu decide.

1—cosZ
n

21. =
o nln(n + 1)

Solutie
20T . s s
e — \/281n n _ \/isln% < 2% <
" nln(n+1) nln(n+1)  nln(n+1)
Inn-In(1+ 1)
n

1 .
—5, deci seria converge.
n

22. x, =
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Solutie
% Inn B Inn

Ty < = —5. Se aplica acum criteriul logaritmic:
n n

In nZ
lim 7(1““) = lim (2— ln(ln”)) =2,
n—oo lnn n—00 Inn

deci seria converge.

1 In(lnn)
23. z, = <> .
Inn
Solutie
Se aplica criteriul logaritmic:
lim n(lnn) _ 5 (In(Inn)) o,
n—00 Inn n—00 Inn

deci seria diverge.

24. z, = yn— 1.
Solutie
Din inegalitatea n > (1 + %)n ,Vn >3 rezultda {/n—1> %, deci seria este
divergenta.

25. r, =
Solutie
Se aplica criteriul integral:

nlnn’

n

11151&10 , xlnxdz: = nhﬁn;() In(lnn) —In(In2)) = oo,

deci seria diverge.

26. z, =

. nln®n
Solutie
Seria converge (se aplica criteriul integral).
a™(n!)?
27. Ty = W, a>0
Solutie

Se aplica criteriul raportului:

Tny1  a(n+1)? L a
r, (2n+1)2n+2) 4
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Rezulta ca pentru a € (0,4) seria converge, iar pentru a > 4, seria diverge.
Pentru a = 4, se aplica criteriul Raabe-Duhamel:

lim < T _1> — lim n((2n—|—1)(2n+2) _1) :_%7

n—00 \ Tp11 n—00 4(TL + 1)2

deci seria diverge.

ala+1)...(a+n—1)

28. = —2)".a>0,b>0,c>2
T = e D1 Y ¢
Solutie
Se aplica criteriul raportului:
lim 2" = Jim CH—n(c—2) =c—2,
n—oo X, n—oo h+n

deci pentru 2 < ¢ < 3 seria converge, si pentru ¢ > 3 seria diverge; daca
¢ = 3, se aplica criteriul Raabe-Duhamel si rezulta: daca b —a < 1 seria
diverge, daca b — a > 1, seria converge. Daca b — a = 1, atunci seria este
divergenta (seria armonica).

29. z, =
Solutie
Daca p > 1, atunci seria converge pentru orice ¢ > 0 deoarece (se aplica
criteriul comparatiei):

ppi P> 0> 0

Daca p = 1, se aplica criteriul integral: seria converge daca si numai daca
q>1.

Daca p < 1 se aplica criteriul de condensare: seria are aceeasi natura cu
1

na2n(P=1)1n72’
g > 0 (se poate aplica criteriul raportului).

seria cu termenul general care este divergenta pentru orice

1 .=«
30. r, = —sin—,a€R
. ne n
Solutie
Aplicand criteriul de comparatie la limita, rezulta ca seria are aceeasi natura

Cu seria E W
n
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1.3 Serii cu termeni oarecari

Sa se studieze convergenta si absolut convergenta seriilor definite
de sirul z,, (exercitiile 31-50):

(="

31. =z, =
Solutie
Seria nu este absolut convergenta (seria modulelor este seria armonica), dar
este convergenta (cu criteriul lui Leibniz): % este descrescator la 0.

|=

daca nimpar

32. = o
n w daca npar

‘H:

[\

Solutie
Sa observam mai intai ca nu se poate aplica criteriul lui Leibniz; sirul

o

tinde la zero dar nu este descrescator. Vom arata acum ca seria este di-
vergenta, deci conditia de monotonie din ipoteza criteriului lui Leibniz este
necesara. Sirul sumelor partiale are un subsir divergent:

daca nimpar
daca npar

(ST

S O )+ I S N
Son = 3 om— 1 22 24 22n oo,

deci seria este divergenta (conform criteriului necesar).

—4 daci nimpar
33.x, = K o
-5 dacd npar

Solutie

Seria este absolut convergenta.
1 d 9 .

< : =5 daca nimpar .

Pe de alta parte, sirul a, = n o P nu este descrescator,

—5 daca npar

ceea ce arata ca criteriul lui Leibniz nu este necesar pentru convergenta unei
serii alternate.

34. z, = (—-1)"
Solutie
Seria este divergenta: se aplica criteriul necesar.
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35. x,, = sin (77\/ n2 + 1)
Solutie
Seria este alternata:
1
Tp=(—1)"sin(7vVn2+1—nr)=(-1)"sin ———.
o= ()i )= n+vn?+1

Seria este convergenta (cu criteriul lui Leibniz).

36. z, — sin nx
Solutie
Daca x = km, k € Z, atunci z,, = 0,Vn € N; presupunem in continuare ca
x # km,k € Z. Aratdm mai intai ca seria nu este absolut convergenta:

,t €R
n

] = | sin(nx)| > sin?(nx) _1- COS(an),Vn c N*.
n n 2n

Deci, presupunand prin absurd ca seria data ar fi absolut convergenta,

1 — cos(2nx
ar rezulta (cu criteriul de comparatie) ca si seria ZQ() r fi
n

n
cos(2nx)

(
2n
Dirichlet): fie a,, = 5= si u, = cos(2nz). Atunci a,, este descrescitor la 0,
iar u, are girul sumelor partiale marginit:

convergenta. Seria Z este convergenta (aplicam criteriul Abel-
n

n

Z cos(2nz)

k=1

sin(nz) cos(n + 1)z 1

sin ~ |sinz|’

. ) 1 . .
Rezulta ca si seria Z o ar trebui sa fie convergenta, fiind suma a doua
n
n

serii convergente: contradictie.

Aratdm acum ca seria este convergenta, tot cu criteriul Abel-Dirichlet; fie
an = % si u, = sin(nz). Atunci a,, este descrescator la 0, iar u,, are girul
sumelor partiale marginit:

(n+1)x

n . nx .
ZS' f)| — sin 75~ - sin 5" 1
in(ka)| = = <
= sin § | sin §|
sin nx
37. xn=—_—,x€ R acR
n

Solutie
Daca x = kn, k € Z, atunci x,, = 0; presupunem z # km, k € Z. Daca a <0,
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atunci x, nu converge la 0, deci seria diverge. Presupunem o« > 0. Daca

a > 1, atunci seria este absolut convergenta (cu criteriul de comparatie):

1

Daca a € (0, 1], atunci seria nu este absolut convergenta (am demonstrat in

exercitiul anterior cd pentru o = 1 seria nu este absolut convergenta), dar
este convergenta (cu criteriul Abel-Dirichlet).

38. 7, = (—1)"{/nsin !
Solutie "
Seria nu este absolut convergenta (se compara la limita cu seria armonica).
Seria este alternati; vom demonstra ci sirul a,, = {/nsin — este descrescitor
la 0, deci seria converge. "

Evident a,, — 0; pentru a arata ca a, este descrescator (incepand de la un

rang suficient de mare), fie functia f(z) = 27 sin —. Caleulim
x

/ 1_9 . 1 1 )
xr)=2x%" 1—Inz)sin— —cos— ).
fia) = o+ (L= masin, —cos
Pentru a studia semnul derivatei (pentru  ”mare”), calculam:
1 1 sint 1-1
lim (1 —Inz)sin — —cos — = —1 4 lim —4& - ——= = 1,
T—00 T T T—00 x

z
deci f'(x) < 0 pentru z suficient de mare, deci sirul a,, este descrescitor.

n(2+1i)"

39. z, = e

Solutie

Seria este absolut convergenta:
[n(2 +4)"| (\/5>n
LAt S/ R, 7

|zn| =

3n 3

ultima serie fiind convergenta (criteriul raportului sau al radacinii).

40. z, =

Solutie
Seria este divergenta;

n—+1

1 n-—1 n 1
Ty = = = — .
" n4i n2+1 n2+1 n2+1
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n 1
Seriile E P si E T nu sunt ambele convergente (prima diverge,
n

n
a doua converge), deci seria din enunt diverge.

1
41. ¢, = ———
" (n+d)vn
Solutie
1
Seria este absolut convergenta: |x,| = ———=——; se compara la limita cu
n(n?+ 1)

seria armonica.

Zn
42, ¢, = —,z€C
Solutie "
Daca |z| < 1, atunci seria este absolut convergenta (cu criteriul raportului).
Daca |z| > 1, atunci seria este divergenta, deoarece x,, nu converge la 0.
Studiem acum cazul |z| = 1; fie z = ¢t € R. Atunci
™ cos(nt) n _sin(nt)

Ty = = )
n n n

Seria nu este absolut convergenta deoarece |z,| = % Daca t = 2km, k € Z,

. . o 9 . cos(nt
atunci seria este divergenta: x, = % Dacat # 2kn, atunci seriile E L
n
n

sin(nt
si Z (nt) sunt ambele convergente (cu criteriul Abel-Dirichlet, ca in
n
n
exercitiul 36).

n

43. 1, = eC
Solutie

Seria este absolut convergenta.

nl’?

zn
44. ¢, = ﬁ,zec,aeR
Solutie
Daca |z| < 1, seria este absolut convergenta pentru orice o € R; daca |z| > 1,
atunci seria este divergenta pentru orice a« € R. Daca |z| = 1, i @ > 1, seria
converge absolut, iar dacad a < 0, seria diverge. In cazul |z| =1 i a € (0, 1]
se procedeaza ca 1n exercitiile 36,37 gi 42.

1 1
45. 7, =sin — +i(—1)"In <1 + >
n n
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Solutie

Seria este convergenta deoarece seriile:
1 1
in — si —1)"In (14—
zn: sin 3 si ;( )" In ( + n)

sunt convergente (se aplica criteriul de comparatie la limita cu # si, re-
spectiv, criteriul lui Leibniz); seria nu este absolut convergenta (se aplica
criteriul de comparatie la limita cu % pentru seria modulelor).

a+(-1)"m

n

46. , =
Solutie
Daca a = 0 seria este convergenta dar nu este absolut convergenta. Daca
a # 0, atunci seria este divergenta.

a/n+b(—=1)"\/n
nd +1

,a € R

47. x, =
Solutie

Daca b = 0 seria este absolut convergenta pentru orice a € R. Daca b # 0,
atunci seria este convergenta dar nu este absolut convergenta Va € R.

1 1
48. rop 1 = —F———— §il Togp = ——F————
2n—1 T+1_1§ 2n 11
Solutie
. . o 2
Seria este divergenta: Z(.’Egn_l + zop) = Z o
n>1 n>1
) 1
49. Top—1 — gg:T Sl Top ::——55
Solutie
Seria este absolut convergenta:
1 1
Dl = m=+ 2 o
n>1 n>1 n>1
50 1 ) 1
. 1 = 1 —_
T2an—1 5n—3§ T2n 5n—3
Solutie

Seria este convergenta dar nu absolut convergenta:

1 1 2
Z(xQn-i-l + 29n) = Z (5n— 3 Bn— 1) - Z (5n — 3)(bn — 1).

n>1 n>1 n
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. PR G an S US IE
51. In seria convergenta Z ——— =1—-+4-——+... sa se permute
w1 n 2 3 4

ordinea termenilor astfel incat sa se obtina o serie convergenta dar cu o alta
suma.
Solutie
(_1)n+1

Seria E ~———— este convergenta si suma sa este un numar nenul S > 0.

n>1 n
Mentionam ca suma acestei serii este In 2, dar acest rezultat nu se va folosi
in rationamentul urmator. Fie deci:

1 1 1
l—-—-+-—-—-4+..=8
2 + 3 4 +
inmul‘gind egalitatea de mai sus cu %, rezulta:
1 1 1 1 1

Insumim acum cele doud egalitati grupand termenii astfel:

1+ (-g+3) +3+(-3-3)+5+(5+5) +7+
2 2 3 4 4 S 6 6 7

+<1 1>+1+<1 1>+1+ —35
8 8 9 10 10 1 7 27

Seria de mai sus este (dupa efectuarea calculelor din paranteze):
" 1 1 + 1 n 1 1 n 1 n 1 3
3 2 5 7 4 9 11 77 2

care este o permutare a seriei initiale.

Sa se aproximeze cu o eroare mai mica decat ¢ sumele seriilor
definite de sirul z,, (exercitiile 52-56)

—1)"
52. 2, = 1" -3
n!
Solutie
In cazul seriilor alternate, eroarea este mai mica decat primul termen negli-

jat; deci cea mai mica solutie a inecuatiei |z,| < € este rangul primului

termen neglijat. Obtinem: — < 1073 = n =7, deci
n!

S~ CUT o, 36805
- = K o ‘
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(=n"

L e=10""%
n3y/n’ ‘

53. z, =
Solutie

3
1
3 .
n’y/n > 100 = n =4, deci S~ Y  ——— = 0,06725.
= nPvn

1
54. z, = —, €= 1073
n!
Solutie
1
Daca S este suma seriei si s, = Z —, atunci
k!
E>0
S LI S R S [
— Sp = e < == n =6,
" m+1)! T (n+2)! “nln
deci S =~ 2,7166.
55. 2y = =10
= g

Solutie

27

Fie S suma seriei gi s, suma primilor termeni. Aplicam rezultatul cu privire
la aproximarea unei serii cu termeni pozitivi (a se vedea sectiunea teoretica);

pentru aceasta, evaluam:
Tn+1 1 1
—_ = <=-=kVn>2
Zn  2+2 6 "=
k11
1—k nl275

deci S — s, <z, <107t = n="5.

5

1
Aproximarea ceruta este S =~ s5 = Z T2 = 1,146463..
k=1 '

1 —6
56. v, = ——,e=10

nt(2n)!’
Solutie
Aplicam acelasi procedeu ca in exercitiul anterior:

4
Tn41 n 1 1
— < ==k, Vn>3.
Tn (n+1> 2n+1)(2n+2) 56 "=

Rezulta S — s, < xp,

—% < %mn; din conditia:
k 1
— == 1076
Tk T e S

rezulta n > 4, deci S ~ x1 + 29 + 3 + x4 = 0,5026212.
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Capitolul 2

Spatili metrice. Continuitate

2.1 Notini teoretice

Spatii metrice
Fie X o multime nevida; o aplicatie d : X x X — R se numegte distanta
(metrica) pe X daca:
i. d(z,y) >0,Vz,y € R
ii. d(z,y) =02 =y.
iii. d(x,y) = d(y,x)Vz,y € X.
iv. d(z, z) < d(z,y) + d(y, 2).
Perechea (X, d) se numeste spatiu metric.

Daca Y C X este o submultime nevida, atunci (Y, d) se numeste subspatiu
metric indus.

Un gir z,, € X se numeste convergent daca exista a € X astfel incat

Ve > 0,3n. € N cu proprietatea d(x,,a) < €,Vn > n..

In acest caz a se numeste limita sirului si se noteaza a = lim x,, sau x,, — a.
n—oo

Un sir 2, € X se numesgte sir Cauchy (fundamental) daca
Ve > 0,3n. € N astfel incat d(zy, xm) < €,Yn,m > ne.

Un spatiu metric se numeste complet daca orice gir Cauchy este convergent.
Fie d; si do doua distante pe o aceeasi multime X. Metricele d; si do se
numesc echivalente daca exista o > 0 si # > 0 astfel Incat

dl(l’,y) < adg(az,y) < /Bdl(l‘ay)a\v/x?y € X.

In acest caz, (daca dj si do sunt echivalente), se demonstreaza ca un gir
x, € X este convergent (respectiv Cauchy) in spatiul metric (X, d;) daca si

29
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numai daca este convergent (respectiv Cauchy) in spatiul metric (X, d2).

Multimi remarcabile in spatii metrice
Fie a € X si r > 0; bila deschisa de centru a si raza r este, prin definitie,
multimea
B(a,r) ={x € X |d(a,z) <r}.

Sfera de centru a si raza r este definita prin
S(a,r) ={z € X |d(a,z) =,

iar bila inchisa de centru a si raza r este

B(a,r) = B(a,r)US(a,r) ={z € X | d(z,a) <r}.

O submultime D C X se numeste deschisa daca Va € D,3r > 0 astfel
incat B(a,r) C D.

O submultime F' C X se numeste inchisa daca X \ D (complementara)
este multime deschisa.

Se poate demonstra urmatoarea caracterizare cu giruri a multimilor inchise:
F este inchisa daca si numai daca pentru orice gir convergent x,, € F rezulta
lim z, € F.
n—o0

O submultime M C X se numeste marginitd daca exista a € X gir > 0
astfel incat M C B(a,r).

O multime K C X se numegte compacta dacd pentru orice familie de
multimi deschise (D;);es cu proprietatea U D; O K,3I C J, I finita astfel

ieJ
incat | J D; D K.
i€l

Spatiul metric X se numeste conex daca nu existd doua submultimi

simultan deschise (sau inchise) Dy gi Do cu proprietatile:

Dy #0, Dy #0, X = Dy UDy si D1 N Dy = 0.

O submultime A C X se numeste conexa daca spatiul metric (indus) (A, d)
este conex. Rezulta urmatoarea caracterizare a submultimilor conexe: o
submultime A C X este conexa dacéa si numai dacéa nu exista doud submultimi
deschise Dy si Dg astfel incat Dy N Dy =0, DyNA#0, DonNA # 0 si
A C Dy U Ds.

Fie A C X i fie a € X. Punctul a se numeste punct de acumulare al
multimii A dacad pentru orice r > 0, avem B(a,r) N A\ {a} # 0. Caracteri-
zarea cu siruri a punctelor de acumulare este:
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Punctul a € X este punct de acumulare al multimii A daca si numai
daca exista un sir x,, € A astfel incat x, # aVn € N i HILI{:O T, = a.

Un punct al multimii A se numegte punct izolat al lui A daca nu este
punct de acumulare al lui A. Multimea A se numeste perfectd daca este
inchisa gi nu contine puncte izolate.

Multimile finite nu au puncte de acumulare. In plus, se poate demonstra ca
orice multime perfecta este nenumarabila.

Functii continue
Fie (X, d) si (Y,d’) doud spatii metrice.
O aplicatie f : X — Y se numeste continua in punctul ¢ € X daca

Ve > 0,30, > 0 astfel incat Vo € X cu proprietatea d(z,a) < d. rezulta

d'(f(z), f(a)) <e.

O formulare echivalenta (cu siruri) este:

f este continua in a daca si numai daca pentru orice gir x,, € X cu propri-
etatea nl;rr;o T, = a, rezulta nhﬁnolo f(zn) = f(a).

Functia f se numeste continua (pe X) daca este continua in orice punct
ac X.

Caracterizarea functiilor continue

Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

i. Aplicatia f: X — Y este continua.

ii. Aplicatia f intoarce multimi deschise in multimi deschise, i.e.:

pentru orice submultime deschisia D C Y rezulti ci f~1(D) este submultime
deschisa in X.

iii. Aplicatia f intoarce multimi inchise In multimi inchise, i.e. pentru orice
submultime inchisd D C Y rezulti ca f~!(D) este submultime inchisa in X.
Uniform continuitate

O aplicatie f : X — Y se numeste uniform continua (pe X) daca:

Ve > 0,36, > 0 astfel incat d(z,y) < de = d'(f(z), f(y)) <e.

Proprietati ale functii continue

Fie f : X — Y o functie continua; atunci:
Daca A este multime compacta atunci f(A) este multime compacta.
Daca X este conex, atunci f(X) este conex (ca subspatiu al lui Y).
Daca X este spatiu metric compact, atunci f este uniform continua pe X.
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Principiul contractiei, metoda aproximatiilor succesive
Fie (X,d) un spatiu metric si fie f : X — X. Aplicatia f se numeste
contractie (pe X) daca exista k € [0, 1) astfel incat:

d(f(x), f(y)) < k-d(z,y),Va,y € X.

Numarul k& se numeste factor de contractie.

Teorema de punct fix a lui Banach

Fie (X, d) un spatiu metric complet si fie f : X — X o contractie de factor
k. Atunci existd un unic punct £ € X astfel incat f(§) = ¢&.

Punctul £ de mai sus se numeste punct fix al aplicatiei f.

Constructia lui se face astfel: fie xg € X, arbitrar fixat gi fie sirul (nu-
mit girul aproximatiilor succesive) definit prin recurentd x,4+1 = f(zn). Se
demonstreaza ca girul x,, este convergent gi limita sa este punctul fix cautat.
In plus, are loc formula (evaluarea erorii):

kn
d ny S
(20,€) < T

: d(:co,xl),Vn € N.
Exemple uzuale de spatii metrice

a. Multimea numerelor reale, R, este spatiu metric cu distanta uzuala
d(xvy) = |x - y|,V:L‘,y € R.

Se poate demonstra ca singurele multimi conexe din R sunt intervalele.
b. Pe multimea numerelor complexe, C, distanta uzuala este

d(z,w) = |z —w|,Vz,w € C.

c. Fie R" = {z = (z1, %2, ...,x,) | x; € R}. Distanta uzuala (euclidiana):

do(z,y) =

n
Z(xk - yk)Zv unde z = (xlax2a "'a$n)7 Yy = (yl)y27 7yn)
k=1

In R" o multime este compacta daca gi numai daca este inchisa si marginita.
d. Fie C" = {z = (21,22, ...,x,) | z; € C'}. Distanta uzuala (euclidiana):

do(w,y) = Z |2k — yel?
\ k=1

cu notatii evidente.
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e. Fie *(N)={2: N— R| Z |2(n)|? < co}. Generalizarea distantei

euclidiene la cazul infinit dimensional (pe £2(N)) este

d(wy) = \/Z o) — y(m)2.
f. Fie A # 0 si fie M(A) = {f : A — R | f marginitd}. Distanta

”supremum” pe spatiul functiilor marginite este

doo(fr9) = sup |f(z) — g(z)].

g. Fie a,b € R i fie Cla,b] = {f : [a,b] — R | f continua}. Distanta
uzuala pe spatiul functiilor continue este

doo(f,9) = sup |f(z) —g(z)|.

z€[a,b]

h. Mai general, daca X este un spatiu metric compact, atunci multimea
functiilor continue C(X) = {f : X — R | f continua} este spatiu metric cu

distanta doo(f, 9) = sup,ex |f(x) — g(z)|.
i. Fie B ={0,1} codul (alfabetul) binar. Pe produsul cartezian

BTL = {($1,$2, xn) | x] € B, \V/j = 1’27‘."”}

definim distanta Hamming;:
n
d((l‘l,l‘g, -"7$n)7 (yh Y2,y -eey yn)) = Z ‘iL’j - yj"
j=1

Distanta Hamming masoara de fapt numarul de necoincidente dintre ele-
mentele (€1, 22, ..., xn) $1 (Y1,Y25 -, Yn)-

j- Orice multime nevida A se poate organiza ca spatiu metric (discret)
1 daca z#vy

cu distanta ”discreta” p(z,y) = { 0 dack =y

Spatii normate
Fie X un spatiu vectorial complex (sau real).
O aplicatie || ||: X — [0, 00) cu proprietatile:
a oty <ol +yl
b. | ax [|=|af ||z |
c.|z||=0<=2x=0,
pentru orice x , y € X si a € C, se numeste norma. O aplicatie care verifica
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doar conditiile a si b se numeste seminorma.
Perechea (X, | ||) se numegte spatiu normat. Orice spatiu normat este si
spatiu metric, distanta dintre x si y fiind, prin definitie,

d(z,y) =z -y |

Daca in plus orice gir Cauchy este convergent, atunci (X, || ||) se numeste
spatiu Banach (sau spatiu normat complet). Se poate demonstra ca operatiile
algebrice sunt continue: daca lim z, = x si lim y, =y, atunci lim (z,, +
n—o0 n—o0 n—oo
Yn) = = + y si analog pentru inmultirea cu scalari.
Exemple de spatii normate
i. Spatiile vectoriale R™ gi C™ sunt spatii Banach cu norma euclidiana:

n
F fla= | Dl
j=1

ii. Spatiile de siruri P(Z) si /P(N)
Fiepe R, p > 1, fixat si fie

P Z)y=Ax:7Z—C; Z |x(n)|P este convergenta}.
nez

Facem precizarea ca daca (ap)nez este un gir de numere complexe indexat

0 00
dupa Z, atunci seria > a, este convergenta daca seriile > a, si > ap
nez n=-—00 n=1
sunt amandoua convergente.

Cu operatiile uzuale cu giruri, /P(Z) este spatiu vectorial. Norma este

|2 flp= (Z \x(nw) "

nez

Se demonstreaza ca (P(Z),|| ||p) este spatiu Banach.

Analog se definesc spatiile /P(N) ={z: N — C; Y |z(n)|P < oo}.
n=0

iii. Spatiul sirurilor marginite
Fie (>*(Z) = {x : Z — C'; x sir marginit }. Cu operatiile uzuale, {>°(Z) este

spatiu vectorial. Aplicatia || = ||oo= sup |x(n)| este norma, iar (£>°(Z), || ||)
nez
este spatiu Banach.

Analog se definegte spatiul ¢>°(N).
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iv. Spatiul functiilor continue
Fie D un spatiu metric compact (caz particular: D = [a,b],a,b € R) si fie

C(D)={f:D — C; f continua}.

Cu operatiile uzuale, C(D) este spatiu vectorial. Structura de spatiu Banach
este definita de norma supremum:

I f lloo= sup |f(t)]-
teD

v. Spatiul functiilor marginite
Fie A # (); spatiul vectorial al functiilor marginite

M(A)={f: A~ R| f marginita }

este spatiu Banach cu norma supremum: || f ||co= sup,ca | (%)
Serii int-un spatiu normat
Fie (X,|||) un spatiu normat si fie (z,)neny un sir de elemente din X.
Spunem ca seria Y, x, este convergenta la z € X (numit in acest caz
nenN
n
suma seriei) daca girul sumelor partiale, s,, = Y. x converge la x. Seria
k=1
> x, se numeste absolut convergenta daca seria (de numere reale si pozi-
neN
tive) > || @y, || este convergenta. Cu o demonstratie asemanatoare celei de

ne
la serii de numere reale se poate arata ca intr-un spatiu Banach orice serie

absolut convergenta este convergenta, reciproca fiind, in general, falsa.

Operatori liniari
Fie (X, || ||) st (Y,] ||) doua normate; o aplicatie T : X — Y se numeste
aplicatie liniara (sau operator liniar) daca:

T(ax + py) = aT(z) + BT (y), Vx,y € X, Vo, B € C.

Operatorul T se numegte liniar i continuu daci, in plus, aplicatia T este si
continua.

Multimea operatorilor liniari si continui de la X in Y se noteaza cu £L(X,Y).
Cu operatiile uzuale:

(T+S)(x)=T(x)+ S(z), (aT)(z)=aT(z),Vae C,Vz € X,

multimea £(X,Y) este spatiu vectorial.
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Pentru orice aplicatie liniara T : X — Y, se demonstreaza ca urmatoarele
afirmatii sunt echivalente:
a. T este continua.
b. T este continua in 0 € X.
c. existd M > 0 astfel incat: Ve e X, | T(z) | < M || = | .
Spatiul vectorial £(X,Y’) se organizeaza ca spatiu normat cu norma:

[T l=nf{M>0[ [ T(z) || < M 2 [}
Au loc urmatoarele egalitati:
[T ||=sup{[| Tz || | [| [ < 1} =sup{|| Tz || | || [=1}.
Din definitie rezulta:
[T [|<[[ T [[«] VT e L(X), Vo e X.
Se demonstreaza de asemenea inegalitatea:
ITSI<[TI IS VTS e L(X).

Daca Y este spatiu Banach, atunci (£(X,Y),| ||) este spatiu Banach.
Daca Y este corpul scalarilor (R sau C') atunci £(X,C) se noteaza X' si se
numeste dualul spatiului X, iar elementele lui se numesc functionale liniare
si continue.

In cazul X =Y, notam £(X) = L(X, X).

Spectru, valori proprii, vectori proprii

In continuare presupunem ca X este spatiu Banach.

Pentru orice operatori T, S € £(X) se defineste produsul (compunerea):

(TS)(x) =T(S(x)), Vz € X.

Un operator T € £(X) se numeste inversabil daca existda T~ € £L(X) astfel
incat T'S = I, unde, am notat cu I operatorul identic: Iz =z, Vz € X.
Un rezultat fundamental (teorema lui Banach) afirma ca un operator 1" este
inversabil daca si numai daca este bijectiv.

Pentru orice T' € £(X), multimea:

o(T) ={X € C | operatorul A\I — T nu este inversabil }

se numeste spectrul operatorului T'. Se demonstreaza ca spectrul este multime
nevida si compacta inclusa in {A € C' | [A\| <|| T ||}
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Numarul 7(T) = sup{|A\| | A € o(T)} se numeste raza spectrald a opera-
torului T; evident, r(T) <|| T || i, in plus, are loc formula razei spectrale:

r(T) = lim || T" | .

n—o0

Submultimea:
op(T) = {X € o(T) | operatorul A\I — T nu este injectiv}

se numeste spectrul punctual (sau multimea valorilor proprii).

Daca X € o,(T), atunci exista x € X,z # 0, astfel incat Tx = Az. In
acest caz vectorul x se numeste vector propriu al lui T" asociat valorii proprii
A. Dacad X este un spatiu Banach finit dimensional, (C™ sau R™) atunci
spectrul coincide cu multimea valorilor proprii si

op(T) = o(T) ={A € C | Pr(A) =0},

unde, Pr este polinomul caracteristic al operatorului 7'.

2.2 Spatii metrice

1. Si se demonstreze ca urmitoarele aplicatii sunt metrici pe R?, echiva-
lente cu distanta euclidiana:
a. di((z1,91), (¥2,92)) = |21 — 22| + |11 — 2.
b. doo((z1,51), (¥2,2)) = max{[z1 — 22|, [y1 — y2[}.
Solutie
Se verifica direct definitia distantei. Fie do distanta euclidians pe R? si fie
(z,y) € R?; din inegalitatile:

ViIzP+1yl? <l + lyl < 2 (2 + [y),

1
(] + [yl) < max{la], [y[} < |=[ + [y,

O |

rezulta:

da((z1,31), (22, 2)) < di((z1,21), (22, 92)) < V2 da((21, 1), (22,72))

si respectiv

%dl((iﬁ,yl),(wz,yz)) < deo((1,91), (22, 92)) < di((z1,91), (T2,92))-
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2. Sa se generalizeze exemplul de mai sus in cazurile R" gi C".

3. Sa se caracterizeze sirurile convergente si sirurile Cauchy intr-un
spatiu metric discret. Sa se demonstreze ca orice spatiu metric discret este
complet.

Solutie

Fie (X, d) un spatiu metric discret si fie 2, un gir in X; fie 0 < ¢ < 1. Daca
Tn — a, atunci exista n. € N astfel incat d(x,,a) < ¢ < 1,Vn > ng, deci
d(xn,a) = 0,Vn > ng; rezulta ca sirul z,, este constant (incepand de la un
rang). Un rationament similar se aplica si in cazul girurilor Cauchy.

4. Pe multimea numerelor rationale, @, consideram distanta uzuala (in-
dusd din R), d(z,y) = |z — y|. Sa se demonstreze ca spatiul metric (@, d)
nu este complet.

Solutie

Fie sirul de numere rationale z,, = (1 + %)n Se gtie ca In R girul x,, este
convergent la e € R\ Q. Rezulta cd z, este sir Cauchy in R, deci si in
Q; daca x,, ar fi convergent in (), atunci in R ar avea doua limite, ceea ce
constituie o contradictie.

5. Multimea lui Cantor
Notam cu Iy intervalul [0, 1]. Elimindm din [y intervalul din mijloc, (%, %)

si notam
1 2
L =10,-|U|=,1
' [3] [3]

multimea astfel obtinuta. Continudm procedeul: din fiecare din intervalele
[0, 1], [%, 1] eliminam intervalul din mijloc i notam cu I multimea rezul-

3
1 2 3 6 7 8
2= {0’9] . {9’9] . {9’9] . M'

tata:

Continuand procedeul, se obtine un sir de multimi Iy, I, I2, ... cu proprietatile:
i. lp D1 D1 D ..

ii. I, este reuniunea a 2" intervale, fiecare de lungime 37".

Prin definitie, multimea lui Cantor este intersectia: C = ﬂ I,.

neN
Sa se demonstreze urmatoarele proprietati:

a. C este multime compacta.

b. Multimea C nu contine intervale.

c. Multimea lui Cantor este perfecta (nu contine puncte izolate); in partic-
ular, rezultd ca C nu este multime numarabila.
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Solutie
a. Multimea C este marginita (inclusa in [0, 1]) si inchisa (intersectie de
multimi inchise).
b. Din constructie, rezulta:
3k+1 3k+2
en (a2

>=®, Vk,m € N.

Dar, orice interval («, ) contine un interval de forma <%, %) dacid m

este ales cu conditia 37 < ’8%0‘. Rezulta ca multimea C nu contine inter-
vale.

c. Fie a € C si fie S un interval arbitrar care-1 contine pe a; pentru orice
n € N, fie J,, acel interval al lui I, care-1 contine pe a. Alegem ng suficient
de mare astfel incat J,, C S; daca notam cu z,, acel capat al intervalului
Jy, diferit de a, rezulta x, € CN S, x, # a,Vn > ng.

6. Fie spatiul metric (R",d2), fie x,, = (2", 25", ...,z") un sir de ele-
mente din R" si a = (a1, a2,...,a,) € R". Atunci:

lim 2, =a (in R") & n}gnoox};” =ay (in R),Vk € {1,2,...,n}.

m—ro0
Solutie
Se aplica inegalitatile:

n

27" — aj| < da(zm,a Z |zt — ag),Vj € {1,2,...,n}.

7. Fiea,be R,a <b.
a. Sa se demonstreze ca

di(f,9) = /!f x)|dx

este distanta pe multimea functiilor continue Cla, b).

b. S& se demonstreze ca orice sir f, € C([a,b]) convergent in raport cu
distanta do, este convergent si in raport cu distanta di, dar reciproca este
falsa.

Solutie

a. Se verifica direct definitia (se folosesc proprietatile modulului i ale inte-
gralei).

b. Fie f,, f € C([a,b]) astfel incat doo(fpn, f) — 0. Atunci:

di(f, f) / fu(z) — f(@)|dz < (b— a) - doo(fu, f) =5 0
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1

T l+na
Atunci f,, — 0 in raport cu distanta dq, dar nu converge in raport cu de-

Pentru a arata ca reciproca este falsa, fie girul f,(x)

8. Fie (X,d) un spatiu metric complet i fie A C X; sa se demon-
streze ca spatiul metric indus (A, d) este complet daca si numai daca A este
submultime inchisa in X.

Solutie

Se foloseste caracterizarea cu siruri a multimilor inchise. Presupunem mai
intai ca A este inchisa. Daca z,, € A este un gir Cauchy (in X), atunci exista
(deoarece X este complet) x € X astfel incat z,, — x. Dar A este inchisg,
deci x € A. Implicatia inversa o lasdm ca exercitiu.

9. a. Sa se demonstreze ca aplicatia
d:Rx R~ [0,00),d(x,y) = |arctge — arctgy|,Vz,y € R,

este distanta pe R.

b. Spatiul metric (R, d) nu este complet.

Solutie

a. Functia arctg este injectiva, deci d(z,y) =0 < z =y.
b. Sirul z,, = n este sir Cauchy in raport cu distanta d:

arc
S\1+nm ’
daca m,n — oo.

Presupunand, prin absurd, ca sirul z,, este convergent la ¢ € R, atunci
d(xn,a) — 0; pe de alta parte:

d(xp, ) = |arctgn — arctgm| =

d(xn,a) = |arctgn — arctga| =

1
arctg (a)‘ #0,Va € R,

contradictie.

10. Exemplul de mai sus se poate generaliza astfel: fie X o multime
nevida arbitrara, fie f : X — R si fie

d: X x X = [0,00), d(z,y) = | f(z) - {(5)].

Atunci d este distanta pe X daci si numai daca functia f este injectiva.
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11. In spatiul metric (R?, dy) considerim submultimile:
={(z,y) e R?|0 <2’ +y* <1},
(z,y) € R? |1 < 2% +y? <2},
(r,y) € R? | 2?2 +y?> < 1,2 > 0,y > 0},
(v,y) € R? | ax + by + ¢ = 0,a,b,c € R constante fixate},
(L.1) eR?|ne N}, G=FU{(©1)}

Sa se precizeze dacd multimile sunt deschise, inchise, marginite, conexe
sau compacte.
Solutie
A este multime marginitd si conexa, dar nu este deschisa si nici inchisa.
B este compacta gi conexa. D este deschisa, conexa gi marginita. F este
inchisa, conexa si nemarginita. F' este marginita, dar nu este deschisa, nici
inchisa si nici conexa. G este multime compacta.

12. Sa se dea un exemplu de submultime in R? care este conexi, dar nu
este conexa prin arce (o submultime M a unui spatiu metric X se numeste
conexa prin arce dacd pentru orice z,y € M exista a,b € R si o functie
continua 7 : [a,b] — M astfel incat y(a) = x si v(b) = y).

Solutie
Un exemplu este :

H = {(m,sini) €ER*|zc (0,1]} U{(O,y) € R*|ye|[-1,1]}.

13. Sa se arate ca intr-un spatiu metric intersectia unei familii infinite de
multimi deschise nu este neaparat deschisa si reuniunea unei familii infinite
de multimi inchise nu este neaparat inchisa.

Solutie
Fie, de exemplu, in spatiul metric R multimile deschise
11
D, = (—, ) ,Vn € N*.
n'n

Atunci ﬂ D,, = {0}. In acelasgi spatiu metric, fie multimile inchise
n>1
F, = [1,1 - 1} ¥n € N*.
n n

Atunci U F,=(0,1).

n>1
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2.3 Teorema contractiei

14. Sa se decida daca urmatoarele functii sunt contractii pe multimile
indicate:
a. f(x) =sinz, z € R.
b. f(z) =Ilnz, x € [e,0).
(

c. f(x) =arctgz, z € R.
d. f(z) = =2 R
. flz , T
5(1 +22)
2z
e f(x).—1+$2,x€R

Solutii
a. Functia f(z) = sinz nu este contractie pe R. Presupunand prin absurd
ca ar exista k € (0,1) astfel incat |sinxz —siny| < kl|z — y|, Vo,y € R,
atunci, in particular pentru y = 0, se obtine |sinz| < k|z|, Vz € R; rezulta
| sin z|

ca lim
z—0 |z

orice interval inchis care nu contine numere de forma kr,Vk € Z (pentru

demonstratie se poate aplica teorema lui Lagrange).

b. Functia f(x) = Inx este contractie pe [e,00); din teorema lui Lagrange

rezulta:

< k < 1, contradictie. Functia sinus este totusi contractie pe

1 1
[Inz —Iny| < <supc> e —yl < Zlz—yl,Ve,y € R.

c>e

c. Functia f(z) = arctgz nu este contractie pe R; fie, prin absurd, k € (0, 1)
astfel incat |arctgz — arctgy| < k|x — y|, Vo,y € R. In particular pentru

larctg |

= 0 rezulta |arctgz| < k|z|,Vz € R si deci lir% <k <1,
r—r

|z
contradictie. Functia f(z) = arctgx este contractie pe orice interval I pen-
tru care 0 nu este punct de acumulare, deoarece, pe un astfel de interval are
loc inegalitatea sup | f/(x)| < 1.

zel

d. Functia nu este contractie pe R; rationament similar cu exemplele a si c
de mai sus.
e. Functia este contractie pe R.

15. Sa se aproximeze cu o eroare mai mics decat 1073 solutia reald a
ecuatiei z° + 42 —1=0.
Solutie
Ecuatia are o singura solutie reala, £ € (0,1). Vom aplica metoda
aproximatiilor succesive. Fie X = [0,1]si f : X — X, f(z) =

Z2+4 Ecuatia
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este echivalenta cu f(z) = x, iar spatiul metric X este complet (cu metrica
uzuala indusa din R); demonstram acum ca f este contractie pe X. Derivata

este f'(z) = ﬁ, far sup,cx [f/(z)] = —f'(1) = £ < 1, deci f este
contractie cu factorul factorul de contractie k = % Sirul aproximatiilor
succesive este 1
2o =0,2p41 = f(xn) = QZ% +4;
evaluarea erorii:
k" 1 2\"
|z — €] < 1_].C|5Co—951| 23'<25) ;

deci £ ~ a3 = f (g) = 0,2355072.
Aceeasi ecuatie se poate rezolva aproximativ si folosind contractia
g(z) = (1 —23),2 € [0,1]. In acest caz factorul de contractie este
3
k= sup |¢' ()] = T Metoda aproximatiilor succesive converge mult

z€(0,1)
mai Incet in acest caz, £ ~ xg.

16. Sa se calculeze cu o eroare mai mica decat 10~3 solutia reals a
ecuatiei 23 + 122 — 1 = 0.
Solutie
Ecuatia are o singura solutie reala £ € (0,1) si este echivalenta cu x = f(z),
unde f(z) = (22 + 12)71 este contractie pe [0, 1], cu factorul de contractie
2

= 1%

17. Si se calculeze cu o eroare mai mica decat 1073 solutia reald a
ecuatiei ° + 2 — 15 = 0.
Solutie
Ecuatia are o singura solutie reald ¢ € (1,2). Scriem ecuatia sub forma
echivalentd x = {/15 — z; aplicatia f(z) = /15 — x este contractie pe [1, 2]
cu factorul de contractie k = ——.

5V14%

18. Fie a € (0,107!). Sa se construiasca un sir al aproximatiilor succe-
sive pentru solutia din (0, 1) a ecuatiei ze® = a.
Solutie
Scriem ecuatia sub forma x = ¢(z), cu ¢(z) = ae™*. Atunci ¢ : [0, 1] — [0, 1]
este o contractie (cu factorul a).

19. Ecuatia lui Kepler Sa se construiasca un sir care converge la
(unica) solutie a ecuatiei z = ¢gsinz +m,q € (—1,1),m € R.
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Solutie
Functia f : R+— R, f(x) = gsinz + m este contractie:

sup |f'(z)] = ¢ < 1,
z€ER

deci ecuatia x = f(z) are o solutie unica £ € R.
Pentru orice ¢ € R, sirul

Tpy1 = f(zn) = gsinz, +m

converge la &, eroarea la pasul n fiind:

n

q
1—g¢q

’-Tn—f‘ < ’.1‘1—.%'0‘-

20. Fie a,b,c € R; in ce conditii se poate aplica metoda aproximatiilor
succesive ecuatiei: z = asinx +bcosz +c¢ 7
Solutie
Fie f : R+~ R, f(z) = asinx + bcosz + ¢. Functia f se poate scrie sub
forma:

sinx + +c=

b
1la) = VIR (g + o cona)
=Va?+b%sin(z + @) + ¢,

cu ¢ € R bine ales. Rezultd ca aplicatia f este contractie daca si numai
dacd va? + b? < 1; daca aceastd ipotezid este adevarata, atunci un sir al
aproximatiilor succesive este (de exemplu) zo = 0, z,4+1 = f(z,). Eroarea

(\/ a? + 62)n

1 —+Va?+b?
21. Sa se demonstreze ca pentru orice a € (—1, 1) si pentru orice functie

continua h : [0, 1] — R exista o singura functie continua u : [0, 1] — R astfel

incat u(z) = h(z) + asinu(z), Vo € [0, 1].

Solutie

Studiem ecuatia in spatiul metric (C(]0,1]),d~)). Fie aplicatia

la pasul n este cel mult b+ cl.

F:C([0,1]) = €([0, 1)), (F(f))(z) = h(z) + asin f(z),Vz € [0, 1.

Este suficient si demonstram ca F este contractie (functia u din concluzie
este punctul fix al contractiei). Fie f, g € C([0, 1]); atunci:

doo (F'(f), F(9)) = s la(sin f(z) —sing(z))| < |a] - doo(f, 9),
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deci F este contractie cu factorul |al.

22. Sisteme liniare Fie A = (a;;) o matrice patratica de ordinul n € N
cuelemente a;; € R, Vi,j € {1,2,..,n}sifieb; € R, Vi € {1,2,...,n}. Pentru

ce valori ale parametrului A € R se poate aplica metoda aproximatiilor
n

succesive sistemului liniar: z; = A Z aixTr +b;, V1 <i<n?
k=1
Solutie

Fie d una din distantele echivalente pe R™ (a se vedea exercitiile 1 si 2) si
fie

n n
T:R"— R",T(x1,22,..,on) = - (Z a1kTE + b1, ..., Z AnkTh + bn> .
k=1 k=1

Se impune conditia ca T sa fie contractie si se obtin valorile cerute pentru A.
Vom face in continuare calculul pentru distanta euclidiana, d = do. Pentru
orice vectori x = (x1,xa,...,2y) $1 ¥ = (Y1, Y2, ..., Yn) din R™, avem (aplicam
inegalitatea lui Schwarz):

n

" 2
da(T(z), T(y)) = IAQ > (Z aik (T — yk)> <
k=1

- sz ((z) (zm —W)) LSS o).
=1 k=1 k=1 i=1 k=1

-1
n n
Deci T este contractie daca gi numai daca |A| < ( Z Z a?k) :

23. Sa se rezolve exercitiul anterior in raport cu distantele dy si deo.

24. Ecuatii integrale de tip Fredholm Fie a,b € R, a < b si fie
K : [a,b]x]a,b] — R o functie continua (numita nucleu). Pentru orice functie
continua f : [a,b] — R si pentru orice A € R, fie ecuatia (cu necunoscuta

9):
60) = A [ Ktep)otw)dy + 1(z), v € )

Sa se afle pentru ce valori ale lui A € R se poate aplica metoda aproximatiilor
succesive ecuatiei considerate.
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Solutie
Studiem ecuatia in spatiul Banach (C([a,b]),d~ ). Fie aplicatia

U : C([a,b]) - C([a, b)), —A/ny y)dy + f(2).
Ecuatia Fredholm se scrie U(¢) = ¢. Pentru orice ¢, € C([a, b]), calculam:

doo(Uep, Up) = sup [(Ug)(x) — (Uy)(x)| =

z€[a,b]

— sup [ K(z,y)(6(y) — v())dy] <

z€[a,b] a

b
<IN sup [ IR (@)l 10(y) ~ () ldy <
z€lab] Y a

b
<IN K e [ 1600) = v (w)ld

unde, am notat || K ||.o= sup |K(z,y)|. Rezulta deci
(z.y)€la,b]?

doo (U, U) < A || K oo (b — a)doo (9, ¥), V6,9 € C([a, b]).

1 .

Aplicatia U este contractie dacd gi numai dacd |\ < ————— In
(b—a) |l K [

aceasta ipoteza, construim un gir al aproximatiilor succesive: fie ¢g € C(a, b))

si opy1 = Ugy,. Calculam primii termeni ai girului:

61(0) = Vo)) = X [ K)ol + (2), 2 € o],
Pa(x) = (Ugr)( A/ (z,y) ( / (y,t)¢o(t)dt+f(y)> dy + f(x) =
= 5@ [ K i@y 3 [ [ K K Doty =

~f@+x [ " K (e, y) f(y)dy + N / b <¢>o(t) / K. y)K(y,t>dy> dt.

Definim nucleele iterate:

Kl(x7y> = K(.’B,y),
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b
K (z,y) =/a K(z,t)K1(t,y)dt,

b
Kaw,) = [ K@ O)Kat )t

Kz, y) = /abK(x,t)Kn_l(t, y)dt.

Cu aceste notatii, solutia ecuatiei Fredholm este:

&(x +Z>\”/ny y)dy, Vx € [a, b).

n>1

Fie R(z,y,\) = Z AN'Kp+1(z,y) rezolventa ecuatiei; atunci:
n>0

b
@)= @)+ | By 0@y,

25. Sa se determine A € R astfel incat ecuatiei

p(z) = A /01 zy¢(y)dy + z°

sa 1 se poata aplica metoda aproximatiilor succesive si, In acest caz, sa se
rezolve ecuatia.

Solutie

Cu notatiile din exercitiul precedent, a =0, b =1,

K :[0,1] x [0,1] = R, K(x,y) = xy, f(x) = 2? 5i || K ||lo= 1. Aplicatia
U definita prin (U¢)(z) = A fol ryd(y)dy + x? este contractie daca si numai
daci |A| < 1. In acest caz, nucleele iterate sunt:

Ki(z,y) = K(z,y) = vy,

1 1 1
Ky (x,y) = / K (1)KL (1, y)dt = /0 iyt = Ly

(z,9) / fxtodt Y.

N 1
In general, K,, = = .- 72y. Rezulta:

A\ 3zy
R A) = - =
(z,,A) Z<3> =

n>0
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si deci solutia (unica) a ecuatiei este

L 3zy 3\
_ .2 2, _ 2,  BA
(x)==x +)\/0 3_)\ydy—x +4(3_>\)x.

26. Metoda lui Newton
Fie a,b € R i fie f : [a,b] — R o functie de doua ori derivabila astfel
incat f'(z) # 0,Vx € [a,b]. Presupunem ca ecuatia f(z) = 0 are o solutie
¢ € [a,b]. Metoda lui Newton aproximeaza & cu sirul aproximatiilor suc-
_ f(=)

frx)
suficienta pentru a se putea aplica metoda aproximatiilor succesive si sa se
interpreteze geometric metoda.
Solutie
Conditia |¢'(z)| < k < 1 (pentru ca g si fie contractie) este echivalenta cu
|f(z)f"(x)| < k(f'(z))? Vx € [a,b]. Daci aceasti conditie este indeplinita,
f(@n—1)
f'(@n—1)

xp este abscisa punctului de intersectie al tangentei la graficul functiei f
in punctul (z,—_1, f(zn—1)) cu axa Oz. Intr-adevar, ecuatia tangentei este
y— f(xn-1) = f'(xn-1)(x — 2—1) si pentru y = 0 se obtine x,.

cesive generat de contractia g(x) = x Sa se gaseasca o conditie

atunci sirul aproximatiilor succesive este z,, = z,_1 — . Geometric,

27. Fiea > 0sgi p € N. Sa se aplice metoda lui Newton pentru a
construi un sir al aproximatiilor succesive pentru ¢/a.

Solutie
. . f(z) 1 1- P
F — P _ — — = — — ]_ p . A 1 t
ie f(z)=aP —asgiglx)==x OB ((p )z + az ) plicatia g
este contractie pe un interval care contine ¢/a:
-1 -1 a
g (z)| = =—— |1 —az™P| <P < 1,Vx > </>
p p 2

In concluzie, pentru a construi un sir al aproximatiilor succesive, trebuie ca
) )
primul termen, xg, sa fie ales astfel incat zg > </g .

2.4 Functii continue

28. Sa se studieze continuitatea in zero functiei

m[%], x € (0,1]
fla) = { 1, =0
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unde, [a] este partea intreaga a numarului a € R.
Solutie
Din dubla inegalitate:

x (; - 1) < f(z) < x%,Vw € (0,1],

rezulta ca functia f este continua in 0.

29. Fie
o1
) ) xsing, z#0
f.RHR,f(x)—{ 0. z=0

Sa se demonstreze ca f este uniform continua pe R.

Solutie

Functia f este continud, deci pe orice interval compact [a,b] C R este si
uniform continua. Fie z,, — oo si y, — oo astfel incat |z, —y,| — 0. Atunci
F(@n) = F(a)| = 0 (deoarcee lim f(za) = lim f(ya) = 1), deci f este
uniform continua pe R.

1
30. Fie f: (0,1] — R, f(x) = sin—. Sa se demonstreze ca f nu este
x
uniform continua.
Solutie

Fiewy = — sigp = ———
" n7r§yn g—l—er

|f(xn) — f(yn)| — 1 #0.

31. Fie f: (0,1] —» R, f(x) =lnz gig: [1,00) = R,g(x) =Inx. Sa se
studieze uniform continuitatea functiilor f si g.
Solutie
Functia f nu este uniform continua: fie z, = e ™™ ¢i y, = e~ Atunci
|zy, — yn| — 0, dar |f(zy) — f(yn)| = oco. Functia g este uniform continua:
din inegalitatea sup |¢'(z)| < 1, rezult4, (aplicind teorema lui Lagrange):
r>1

. Atunci |z, — yn| — 0, dar

2n

lg(z) —g(y) < |z —y|,Vz,y € [1,00).

32. Fie (X, d) un spatiu metric, fie f : X — R o aplicatie continua si fie
a € R. Consideram multimile:

A={ze X | f(z)<a}
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B={reX|f(z) <a}
D={zxeX| f(z)=a}l

Sa se demonstreze ca A este multime deschisa, iar B gi D sunt multimi
inchise.
Solutie
A= f_1<(_oo7a))7 B = f_1<(_oo7a])7 D = f_l({a}); mulfimea (—OO,CL)

este deschisa, iar multimile (—o0,a] si {a} sunt inchise.

33. Sa se construiasca o functie continua, bijectiva avand inversa dis-
continua.
Solutie
Fie X = [0,27) cu distanta uzuald indusa din R. Fie cercul unitate

Y ={(z,y) € B?|2® +y* =1},

cu distanta euclidiani indusi din R? (se poate lua si metrica "lungimea
arcului”, care este echivalenta cu distanta euclidiana). Fie functia:

f: X =Y, f(t) = (cost,sint).

Atunci f este continua (deoarece componentele sunt continue) si bijectiva.
Daca functia inversa f~!:Y ~— X ar fi continui, atunci imaginea oricarui

sir convergent din Y ar fi un gir convergent in X. Sirul (\/1 — %, —%)
converge la (1,0) in Y, dar imaginea sa prin functia f~:

_ 1 1 1
f 1 (( 1-— n?’_n>> = 27 — arctg (M)

nu este gir convergent in X; altfel ar trebui ca 27 € X, contradictie.

34. Exista functii continue si bijective de la [0,1) in (0,1) ?

Solutie

Fie X = [0,1) cu metrica indusa din R si ¥ = (0,1) cu aceeasi met-
rica. Sa presupunem, prin absurd, cd ar exista o functie continua si bi-
jectiva f : X — Y. Fie a = f(0) ¢i fie g restrictia lui f la (0,1); atunci
9((0,1)) = (0,a) U (a,1). Dar (0,1) este multime conexa in X, restrictia
g este continud, deci ar trebui ca ¢((0,1)) sa fie multime conexa in Y,
contradictie.
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Sa se studieze continuitatea urmatoarelor functii in origine
(exercitiile 35-47):

35. f(2,1) _{ i (50) # (0.0

0, (z,y)=(0,0)
Solutie , ,
li = 1 Y. =0, d 241 < |z|. Rezultd ca
(z,y)lgio,o)f(x’y) (r) (o) THE 1 CEONTECE Iy ] < lol. Remultd cd

functia este continua.

_ry 0.0
36. fo.y)_ | Fhm @0 £0.0)
0, (z,y)=(0,0)
Solutie
Trecand la coordonate polare, © = pcosp, y = psin ¢, obtinem:
I £ ) I Ty I p2 sin - cos ¢ .
im T,y) = im = lim ——— =siny - cos ,
w00 Y T @00 2+ R e P’ Py

ceea ce aratd ca limita in (0,0) nu exista, deci functia nu este continua in
origine.

37. f(z,y) :{ iz (y) #(0,0)
Y ( _
Solutie

( %m%oo) waTyyz nu exista: fie (zn,yn) = (1,-5) — (0,0). Atunci
x?y H b
f(@n,yn) — 5. Daca (2),,9;,) = (3,+) — (0,0), atunci f(z},,y;,) — 0.
Se observa ca desi hH(l) f(x,mz) = 0,Vm € R, totusi limita nu exista.

T—r

2 2

38. f(z,y) :{ e (wy) #(0,0)
y

Solutie
lim T,1) nu exista.
(%y)%(ﬂyo)f( v)
(2® +y?)sin oo, (2,9) # (0,0)
39. f(z,y) = Ty
Jw) { 0. (2.4) = (0.0)
Solutie

Din inegalitatea ‘(952 + y?) sin ﬁ < 22 + y? rezulta

lim xz,y) =0,
(x,y)ﬁ(ovo)f( v)
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deci functia este continua.

1
ye o?
40. f(x’y) — y2+671% ’ (LIZ,y) 7é (070
0, (x,y)=1(0,0)
Solutie
lim  f(z,y) nu existd; dacd (zn, yn) = (——, 1) = (0,0), atunci
(2,9)—(0,0) Inn
Fain) = 5
s yTL 27
iar daca (z),,y.,) = ( 11nn’ =) = (0,0), atunci

f(@n,y,) — 0.

41. f(.’E’y) — { %Sin x”gsif;, Ex’y) ?_é (070)

Solutie
x3y2 3 9
sin 52
lim f(z,y)= lim 2;2:;/2 . 236 i 5 = 0, deoarece
(z.y)—(0,0) (z,y)—(0,0) LY ety
:E2+y2
w3y? 5
5 <[z,
ety

deci functia este continua.

42. f(x,y):{ % (z,y) # (0,0)
0, (2,9) =(0,0)

Solutie -
lim z,y) = lim ——2t  — 9 deci functia nu este continus.
(x,y)—>(0,0)f( v) (2,y)—+(0,0) V22 +y2+1-1 3

. f@,y):{ L a2 00

0, (z,9)=(0,0)
Solutie
li _ li v x2y2+1-1 _
(2.)2(0.0) fy) (cw)s(00) TV
x2y2

lim =0,
(@y)—=00) (22 +y?)(V2?y? + 1+ 1)
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deci functia este continua.

1

44. f(a,y) = { 76;51;2 , (2,y) #(0,0)
0, (z,y)=
Solutie )

Folosind limita lim ‘J’;—f =0,Yn € N, rezulta lim  f(z,y) = 0, deci
t—0.1 (z,)—(0,0)

functia este continua.

poy) =4 (L+a? )T (2,y) #(0,0)
45. f(x,y) { ’ 0, (x,§> = (0,0)

Solutie
1
lim z,y) = lim 14 2%y?) 2+ =
(wvy)—>(070)f( v) (:v7y)—>(010)( v)
z22’/2
1 T2 2
— lim <1+l’2212y2> z4+y :17
(z,y)—(0,0) ( v)

deci functia nu este continua.

{ #24_327 (l’,y,Z) 7é (07070)

46. f(z,y,2) = 0, (z,y,2)=(0,0,0)

Solutie
Folosind coordonatele sferice:

x = psinfcosp,y = psinfsiny, z = pcosb,
obtinem

p?(sin? 0 cos? )

w2 2
5 = sin“ f cos” y,

li Y, 2) = 1i
(x’y7z)51%070’0) f(l' y Z) pl—r>I(1) p

deci limita nu exista.

Tz

47, flay o) = | Varrgp (DR EO2
0, z=y=0

Solutie
Fie (0,0, 2,) € Oz; analizam mai intai cazul z, # 0.
Folosind coordonate cilindrice,

T =pcosp,y=psing,z =z,
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obtinem

. . pCcosp -z

1 ,2) = 1 ———— = 2,C08 ,
(x7y7Z)L>II(1070720) f(x, y Z) (p,Z)l)Ir(lo,Zo) IO ZO 08 90

deci limita nu exista.
Daca z, = 0, din inegalitatea

[f (@, 2)| < |2,

rezulta

lim x,y,2) =0,
(z,y,z)ﬁ(0,0,0)f( 4 )

deci functia este continua in origine.

2.5 Spatii normate si operatori liniari

48. a. Fie z¢ € [a,b]; pe spatiul functiilor continue, (Cla,b],|| )
consideram aplicatia (numita evaluarea in punctul zg):

Fuy : Cla,b] = R, Fuy(f) = f(ao).

Sa se demonstreze ca Fy,, este functionala liniara si continua si sa se calculeze
norma || Fy, || .

b. Mai general, sa se demonstreze ca pentru orice t1, to, ..., t, € [a,b] si orice
c1,Co,...,cp € R, aplicatia:

n

F:Cla,b]— R, F(f) =Y cpf(ty)
k=1

este functionala liniara si continua. In plus:

IF = lexl.
k=1
Solutie

a. Fie f,g € Cla,b] si o, B € R; atunci:

Fxo(af + Bg) = Ozf(ﬂj‘o) =+ 59(330) = ano(f) + BFivo(g)7

deci Fy, este functionala liniara.
Pentru orice f € Cla, b, avem:

[ Fo (D] = 1f (o) || S lloo,



2.5. SPATII NORMATE SI OPERATORI LINIARI 55

deci Fy, este continud si || Fy, || < 1.

Daca 1 este functia constanta 1, atunci |Fy,(1)| = 1, deci || Fy, ||= 1.

b. Evident, se poate presupune ca ¢, # 0, Vk € {1,2,...,n} si cd punctele
t1,ts,...,t, sunt alese crescator; liniaritatea:

Flaf +Bg) =) craf(ty) + Z ckBg(te) =
k=1

k=1
=aF(f)+BF(9)V f.g €Cla,b], Vo, f € R.

Din inegalitatea:
n

> enf(tr)] <

k=1

[E(f)] =

n

Z Ck:f 123 | < (Z |Ck|> H / HOO?vaC[aab]a

rezulta continuitatea lui F' si inegalitatea:

n
IF Q< D lexl.
k=1

Pentru a demonstra inegalitatea inversa, consideram functia h : [a,b] — R,
definita astfel: in punctele ¢ ia valorile sgn(cy ), pe fiecare interval (tg, txi1)
functia este liniara, iar pe intervalele [a, t1) si (¢,, b] functia h este constanta.
Notand uy = I%le’ functia h este:

U , = tk'
up , € la,t)
h(l’) = Uy , T E (tn’ b]
u —Uu unt —u t
tii—t: x4 =+ ’2’,21_?;1 5, @€ (tr thr1)

Evident, din definitie rezulta functia h este continua si || h ||o= 1, deci:

n n
| F > [F(h)] = exhlts)| = ch ol = lel,
k=1 k=1
ceea ce Incheie demonstratia.
49. a. Pe spatiul Banach (Cla,b],| |/~) al functiilor continue (reale)

consideram aplicatia

b
J:Cla,b = R, J(f) :/ F()dt
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Sa se demonstreze ca J este functionala liniara si continua si apoi sa se
calculeze norma sa.
b. Mai general, pentru orice functie continua ¢ : [a, b] — R aplicatia:
b
T Clasbl > B o) = [ o) 1) d

a

este o functionala liniara si continua si

b
174 1= [ e de.

Solutie
a. Liniaritatea este o consecinta directa a proprietatilor integralei Riemann.

Pentru orice f € Cla, b, avem:
b
[ st

b
< / FOldt < (b= a)- ||  lloo,

deci J este continua. Din inegalitatea de mai sus rezulta si || J || < b — a.
Pentru a demonstra inegalitatea inversa, fie 1(¢) = 1,Vt € [0,1]. Atunci
| 1]co=1 si deci:

()] =

<

|70 > 171 =b-a.

Rezulta || J ||= b — a.
b. Liniaritatea este evidenta; din inegalitatea:

b b b
o0 = | [ e < [le@solde <) £l [ o] ar

rezulta continuitatea si inegalitatea:

b
171 [ leto)] d.

Pentru a demonstra inegalitatea inversa construim o functie g € Cla, b] dupa
cum urmeaza; fie € > 0, arbitrar fixat si fie o diviziune a intervalului [a, b] ,

a=ty<ti <ty <..<t,=0b,

astfel Incat
n
max [p(t) = ¢(tr-1)| < &
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Aceasta alegere a diviziunii este posibila datoritd continuitatii functiei .
impér’gim intervalele diviziunii in doua grupe:

in prima grupa consideram intervalele (notate A}, A}, ..., Al) pe care functia
¢ nu se anuleaza (nu schimba semnul);

in grupa a doua, celelalte intervale (notate Af, AJ ..., A”).

Definim functia g pe fiecare interval al diviziunii urmand urmatoarele reguli:
i. g(t) =sgn(p(t), Vte AL Vi=1,2,...,r;

ii. g(t) este liniara in restul punctelor din [a, b]; (se pot da formule concrete,
a se vedea exercitiul anterior);

iii. daca a sau b este extremitate a unui interval din a doua grupa, atunci
g(a) =0, (repectiv g(b) = 0).

Evident, functia g este continua si || ¢ [|< 1, deci:

|| J«p ||Z |J<p(g)| =

>

t)g(t) dt + t)g(t) dt
Y MECECES I WECED

>3 [ let0la=3 [ fotolde =

[lewia—23" [ lew)a
= t)| dt — t)| dt >
.’ k=1 AZSO

>/ab]<p(t)|dt—25(b—a).

Pentru € — 0, rezulta inegalitatea:

b
19 1= [ et at

ceea ce Incheie demonstratia.

50. Fie Cl[a,b] spatiul vectorial al functiilor de clasi C! definite pe
intervalul compact [a, b].
a. Si consideram pe C'[a,b] norma supremum: || f ||oo= SUPgefap | (2)]-
Sa se demonstreze ca aplicatia de derivare

D: Cl[a,b] s Cla,b], D(f) = f/,
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este operator liniar dar nu este i continuu. Pe spatiul functiilor continue,
Cla, b], este considerata, ca de obicei, norma supremum.
b. Si consideram acum pe spatiul C![a, b] norma:

I f A= oo + 11 oo -

Sa se demostreze ca aplicatia de derivare D este in acest caz operator con-
tinuu.

Solutie
a. Liniaritatea este evident. Fie sirul f,(z) = % sinnaz; atunci || f, [|o= %
si deci f, — 0 in spatiul normat (C'[a,b],| |lx), dar situl D(f,)) = f, nu

converge (la 0) in Cla, b].
b. Fie f € C'[a, b]; din inegalitatea:

D) oo =11 f Moo <l Flls + 1 f s =11 f1]
rezulta ca D este operator continuu.

51. Sa se demonstreze ca orice operator liniar T : R™ +— R™ este continuu
(pe spatiul R™ este considerata norma euclidiand, notata in continuare || |[|2).
Solutie
Fie T ca in enunt, fie {ej, ea,...,e,} baza canonica in R" si fie:

K =max{|| Tey |2, || Te2 |2, -, || Ten ||2}-
. o - . el
Pentru orice vector z = 37 zje; € R", au loc inegalitatile:
’x’i‘ S || Zz ||27 Vi= 17 27 ey T

De aici si din inegalitatea triunghiului, rezulta:

n
| Tz |l2=1T (Z %‘%‘) o=l z;Tej [l2 <

j=1
n

< D lwgl 1 Tejlla < nK | @ |2, Vo € R",
j=1

deci operatorul T este continuu si || T ||< nK. Evident, demonstratia de
mai sus ramane adevarata si pe spatiul C™.
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52. Operatorul de inmultire cu variabila independenta
Pe spatiul Banach complex (C[a, b], || ||co) consideram operatorul (de imultire
cu variabila independenta):

(Mf)(zx)=xf(x), Vf €Cla,b], YV € [a,b].

a. Sa se demonstreze ca M este liniar si continuu si || M ||= |b|.
b. Sa se demonstreze ca spectrul lui M este :

o(M) = [a,b].
c. Sa se demonstreze cd multimea valorilor proprii este vida: o,(M) = 0.
Solutie
a. Pentru orice f,g € Cla,b] si o, 8 € C, avem:
(M(af + B9)) (z) = x(af + Bg)(z) =
= axf(x) + frg(x) = (aMf+ SMg)(x), Vo € [a,b],

deci M este liniar. Continuitatea:

| Mf o= sup [zf(x)] <[b] || flloos VS €Cla,b],Va € [a,b],

z€la,b

deci M este continuu si in plus || M || < |b].
Notand cu 1 functia constanta 1, atunci || 1 ||cc= 1 si deci:

| M ||Z] M1 |loo=sup || = [b],
z€la,b

deci || M ||= |b|.
b. Demonstram egalitatea o (M) = [a, b] prin dubla incluziune.
Prin definitie, A € (M) daca si numai daca operatorul A\l — M nu este
inversabil (ceea ce este echivalent cu a fi bijectiv, conform teoremei lui Ba-
nach; a se vedea sectiunea teoretica a acestui capitol). Fie Ag € [a, b]; din
egalitatea:

(oI = M)(N)(@) = (o — 2) f(w), ¥ € Cla,b], Va € [a,]
rezulta ca operatorul Ao/ — M nu este surjectiv deoarece imaginea sa este:
Im(Aol — M) ={f €Cla,b] | f(No) =0} # Cla,b],

deci [a,b] € o(M). In locul incluziunii inverse o(M) C [a,b] demonstrim

incluziunea echivalenta: C'\ [a,b] C C\o(M). Fie \g € [a, b]; atunci functia
1

)\0 — X

¢ :[a,b] = C, po(z) =
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este corect definita si continud, deci || g ||ooc< 00. Consideram operatorul:

1
_)\0*1‘

S: Cla,b] = Cla,b], (Sf)(x) = po(z)f(z) f(z), Va & la,b].

Se demonstreaza fara dificultate ca S este operator liniar. Continuitatea
rezulta din inegalitatea:

15F lloo="sup [eo(x)f(@)| <| o lloc || f lloos V.f € Cla,b].

z€la,b

In concluzie, operatorul S € L(C[a,b]); in plus, au loc egalitatile:
1
(Mol = M)Sf = (S(Aol —M))f = 900%f = [, Vf €Cla,b],

deci operatorul Aol — M este inversabil si (A\g] — M)~ = S, ceea ce demon-
streaza ca A\g & o(M).

c. Pentru a demonstra ca M nu are valori proprii, vom arata ca pentru orice
A € [a,b], operatorul A\I — M este injectiv. Fie \g € [a,b] si fie f € C|a, b]
astfel incat (Aol — M) f = 0; rezulta:

(A —2)f(z) =0,V € [a,b].
De aici rezulta
f(x) =0, Vo € [a,0] \ {Ao}-
Functia f fiind continua, rezulta si f(Ao) = 0, deci f(x) =0, YV € [a,b]; in

concluzie, Aol — M este injectiv.

53. Operatorul de inmultire
Exemplul anterior se poate generaliza dupa cum urmeaza. Fie ¢ € Cla, ] si
fie operatorul (de inmultire cu functia ¢):

M¢ : C[a,b] — C[a,b], M¢f = (Z5f

a. Sa se arate ca M, este operator liniar si continuu si || My [|=|| ¢ ||co-
b. Spectrul lui My coincide cu imaginea functiei ¢:

o(My) = {¢(x) | € [a, b]}.

c. Operatorul My are valori proprii daca si numai daca exista intervale
(nedegenerate) J C [a, b] astfel Incat ¢(x) = ¢,V € J. In acest caz c este
valoare proprie a lui Mg.
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Solutie
a. Liniaritatea este imediata; din inegalitatea:

| My f lloo=sup |¢(z)f(@)] <[ & lloo || f lloos

z€la,b]

rezulta continuitatea si || My || <|| ¢ || - Inegalitatea inversa rezulta ca in
exercitiul anterior.

b. Fie A = {¢(z) | = € [a,b]} imaginea lui ¢. Demonstram egalitatea
o(My) = A prin dubla incluziune. Daca Ao € A, atunci exista z¢ € [a, D]
astfel Incat ¢(xg) = Ao; de aici rezultd ca operatorul Aol — My nu este
surjectiv deoarece imaginea sa este:

Tm(Mol — My) = {f € Cla,b] | f(z0) = 0} # Cla, b].

Pentru a demonstra incluziunea inversa, fie A\g € A; atunci functia

1
¢o:la,b] = C, polz) = ——
este corect definita si continua. Rezulta ca operatorul Aol — My este in-
versabil, inversul sau fiind operatorul de Inmultire cu functia @q:

(Mol — M)~ f = My f = ¢of,¥ [ € Cla,b].

Continuitatea operatorului M, se poate arata direct, dar este si o consecinta
a teoremei lui Banach (a se vedea sectiunea teoretica).
c. Fie Ay € o(My) = A astfel incat exista f € Cla,b] cu proprietatea
(Aol — My)f = 0; daca functia ¢ nu este constanta pe nici un interval,
atunci, din egalitatea (Ao —¢(x))f(x) = 0,V z € [a, b] si din continuitatea lui
frezulta f(xz) = 0,Vx € [a,b], deci operatorul A\gI — M este injectiv, deci Ag
nu este valoare proprie pentru M. Sa presupunem acum ca exista J C [a, b]
astfel incat ¢(x) = ¢,V € J. Demonstram ca c este valoare proprie a lui
My; pentru aceasta, consideram o functie neidentic nula fo € Cla, b astfel
incat fo(z) =0,Vx € [a,b] \ J. Atunci fj este vector propriu asociat valorii
proprii ¢:

((eI — My)fo)(z) =0, V€ [a,b].

Operatorul de inmultire se poate defini si conditii mai generale. De exemplu,
dacd D C R™ este o multime compacta si dacd ¢ : D — C este o functie
continua, atunci, pe spatiul C(D) al functiilor continue pe D se poate defini
operatorul (de inmultire cu ¢): Myf = ¢f. Se poate demonstra ca pro-
prietatile demonstrate mai sus sunt adevarate si in acest caz.
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54. Operatorul integral
Fie K : [a, b] X [a,b] — R o functie continua si fie operatorul integral (asociat
nucleului K) definit prin:

Tk : Cla,b] — Cla,b], ( /Kst
Pe spatiul functiilor continue este consideratd norma supremum.

a. Sa se demonstreze ca Tk este operator liniar gi continuu.
b. Norma operatorului Tk este:

Solutie
a. Pentru orice f,g € Cla,b] si a, B € R avem:

(Ti(af +89)(s) = [ K(s 101 0) + Bo(0) dr

:a/abK(s,t dt+ﬁ/ K(s,8)g(t) dt = o(Tx f)(s) + B8 (Trcg)(s),

Vs € [a,b], deci Tk este liniar.
Continuitatea operatorului Tk rezulta din inegalitatea:

/Kst

< f oo sup / K (s, )] dt, ¥ f € Cla, b,

s€(a,b]

| Tk f o= sup
s€la,b]

b. Din inegalitatea de mai sus rezulta si inegalitatea

| T || < sup/|Kst|dt

s€la,b]

Demonstram acum inegalitatea inversa. Aplicatia
b
ER / K (s,1)| dt € R
a

este continua (definita pe un compact) si deci exista so € [a, b] astfel Incat:

b b
sup / |K(s,t)|dt:/ K (s0, )| dt.

s€a,b] Ja
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Notam ¢(t) = K(so,t); evident, ¢ € C[a,b]. Pe spatiul Banach C[a,b] con-
sideram functionala (ca in exercitiul 49.b)

J¢>(f)=/a

Conform exercitiului 49, Jy este functionala liniara si continua pe Cla, b] si

b b

GOS0 dt = [ K(so,1)1(0) e

a

b b
EAE / (1)) dt = / K (s0,1)| dt.

In demonstratia egalitatii de mai sus s-a aratat (a se vedea solutia exercitiului
49.b) ca pentru orice € > 0, exista o functie g € C[a, b] astfel incat || g [[0< 1
si

Jo(9) 2l Jo [l —e.

Deoarece || g ||< 1 avem:

b
| T 121 Ticg oo > (Ticg)(s0) = | K(su.t)glt)dt =

b
=Ja(0) 21 s | === s 1K (.0 —=
s€la,b] Y a

b
Deoarece € > 0 a fost ales arbitrar, rezulta: || Tk |[|= sup / |K (s,t)]dt.
s€la,b] Ja
55. Operatorul de convolutie
Fie doua giruri x,y : Z — C, cu proprietatea cid pentru orice n € Z seria
Z x(n — k)y(k) este convergenta. In acest caz se poate defini sirul
keZ

xxy:Z+— C, (r*xy)(n)= Z x(n —k)y(k),
keZ

numit convolutia (sau produsul de convolutie) sirurilor x si y.

a. Si se demonstreze c& pentru orice x,y € ¢1(Z), exista convolutia z x .
b. Si se demonstreze ci pentru orice z,y € ¢*(Z), convolutia zxy € £1(Z),
siinplus || oxy 1<)zl |yl

c. Produsul de convolutie este comutativ i asociativ.

d. Pentru orice m € Z, fie sirul o,,(n) = 97, unde, ¢, este simbolul lui
Kronecker. Sa se demonstreze egalitatea:

(0m * 2)(n) = x(n —m), Yo € £(Z), Ym,n € Z.
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In particular, og este element neutru pentru convolutie.
e. Fie 0 € ¢}(Z) un sir fixat si fie operatorul (de convolutie):

Co: 11(2Z) — 11(Z), Cyz = 0 * x.

Sa se demonstreze ca operatorul Cy este liniar gi continuu.
Solutie
a. Fie z,y € (1(Z) si fie n € Z; atunci:

D lztn—kyk)| < ) (Iw n—k) > lyk )ZlyHleh.

kez keZ keZ

b. Fie z,y € (*(Z); atunci:

laxy =Y l@xy)ml =3 |3 aln—k)yk)| <
nez neZ |\keZ
< 33 ot - 0] = X (1nb) X et -0 =
neZ kez keZ neZz

_ (Z ,y(m) (z |w<m>|> SN
kez mez

comutarea sumelor (in k£ gi n) fiind corecta datorita absolut convergentei
ambelor serii.
c. Pentru orice z,y € £*(Z) si n € Z, avem:

(@xy)(n) =D a(n—ky(k) = Y _ a(m)y(n —m) = (y*z)(n).

keZ meZ

Analog se demonstreaza si asociativitatea.
d. Pentru orice z € £}(Z) i m,n € Z, avem:

(om*x)(n) = (x*0p)(n) = Z z(n—k)on(k) =x(n —m).

keZ

e. Liasam liniaritatea ca exercitiu. Fie € ¢1(Z), fixat; atunci, pentru orice
x € (Y(Z), aplicand inegalitatea de la punctul b, avem:

I Cox 1=[1 0% [l <[} 0 [l | 1,

ceea ce Incheie demonstratia.
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56. Fie (X,|| ||) un spatiu Banach si fie T € £(X) un operator astfel
incat || T ||< 1. Sa se demonstreze ca I — T este operator inversabil si

I-T7)"'=> 1"

n>0

In plus, are loc inegalitatea:
1
IT-D)7 < —
1= T

Solutie
Spatiul £(X) este complet, deci orice serie (de operatori) absolut conver-
genta este gi convergenta. Fie seria Z T"; seria converge absolut:

n>0
ST ST I"= =
n>0 n>0 N

deci converge in spatiul £(X). Fie S € £(X) suma acestei serii si fie
n

Sp = Z T* sirul sumelor partiale asociat; atunci:
k=0

(I-T)S, =(I-T)I+T+t* 4. +T") =1—-T"""
Dar sirul 7"*! converge la O in spatiul £(X):
| T | < || T "= 0, cand n — oo,

deci (I-T)S = I. Analog se arata si egalitatea S(I—T') = I, deci intr-adevar
S = (I —T)~!. In plus, dintr-un calcul ficut mai sus, rezulta:
=T = ST < =
n>0

ceea ce Incheie demonstratia.
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Capitolul 3

Siruri si serii de functii
Functii elementare

3.1 Notiuni teoretice

Convergenta punctuala si convergenta uniforma
Fie (X, d) un spatiu metric, fie f, : X — R(C) un sir de functii si fie
f: X — R(C) o functie.
Sirul f,, converge punctual (sau simplu) la f daca
lim (z) = f(z),Vx € X.

n—oo

Se spune ca f este limita punctualad a sirului f,,.
Sirul f,, este uniform convergent la f daca

Ve > 0,3dN(e) > 0 astfel incat |f,(x) — f(z)| < &,Yn > N(e),Vz € X.

Intr-o formulare echivalenta, sirul f,, converge uniform la f daca si numai
daca

lim sup |fu(2) — /()] = 0.

Evident, convergenta uniforma implica convergenta punctuala, reciproca fi-
ind falsa.

Daca f, sunt functii marginite, atunci convergenta uniforma coincide cu
convergenta in spatiul metric al functiilor marginite, (M, do).

Daca functiile f,, sunt continue, iar girul f,, converge simplu la f, nu rezulta,
in general, continuitatea functiei f. De exemplu, sirul de functii continue

fn 1 10,1] = R, fo(x) = 2"

67
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converge punctual la functia discontinua f(x) = { (1) gzgg i i [f’ D

Are loc urmatorul rezultat:

Transfer de continuitate

Daca f,, sunt functii continue si sirul f,, converge uniform la f, atunci functia
f este continua.

Integrare termen cu termen

Fie fn, f : [a,b] — R functii continue.

Daca f,, converge uniform la f , atunci

lim /ab frn(x)dz = /ab f(x)dx.

n—oo

sin(nz)

—, ¢ € R. Sirul f, converge uniform la

S& consideram sirul f,(z) =
functia constanta 0:

1
lim sup |f(z)] < lim — =0.
R

n—00 .o n—oo n

Functiile f,, sunt derivabile, dar girul derivatelor f}(z) = cos(nz) nu con-
verge (nici punctual). Rezultatul urméator da conditii suficiente in care girul
derivatelor converge:

Derivare termen cu termen

Presupunem ca functiile f,, sunt derivabile, Vn € N. Daca sirul f,, converge
punctual la f gi daca exista g : [a,b] — R astfel incat f], converge uniform
la g, atunci f este derivabila si f' = g.

Serii de functii
n

Fie u, : X — R(C) un sir de functii si fie s,, = Z Uy, sirul sumelor partiale.
k=1
Se spune ca seria Zun este punctual (simplu) convergenta daca s, este

punctual convergentrf Seria este uniform convergenta daca s, converge uni-
form. Suma seriei este limita (punctualda sau uniforma) a sirului sumelor
partiale.

Criteriul lui Weierstrass de convergenta uniforma

Daca exista un sir cu termeni pozitivi a,, astfel incat |u,(z)| < ap,Vr € X

i seria E an converge, atunci seria E Uy converge uniform.
n n
Transfer de continuitate

Daca u,, sunt functii continue si seria E uy converge uniform la f, atunci
n
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functia f este continua.
Integrare si derivare termen cu termen
Se spune ca o serie de functii g fn are proprietatea de integrare termen cu

b
termen pe intervalul [a, b] daca / (Z fnlx ) dr = Z/ fn(x)dx

Se spune ci o serie de functii E fn are proprietatea de derivare termen
n

/
cu termen pe multimea D daca (Z fn(:(:)> = Z fi(z), Yz € D.

Are loc urmatorul rezultat:
Fie uy, : [a,b] — R un sir de functii continue.
a. Daca seria Zun converge uniform la f , atunci f este integrabila si

/abzn:un(x)d:c = Zn:/: U (x)dx

b. Presupunem ca functiile u,, sunt derivabile. Daca seria E Uy converge

punctual la f gi daca exista g : [a,b] — R astfel incat Zu% converge uni-
n
form la g, atunci f este derivabild si f/ = g.

Trebuie mentionat ca ipotezele teoremei de mai sus sunt conditii suficiente
(nu si necesare) pentru ca o serie sa se poata integra (respectiv deriva) ter-
men cu termen.

Formula lui Taylor
Fie I C R un interval deschis si fie f : I — R o functie de clasa C™ pe
1. Pentru orice a € I definim polinomul Taylor de gradul n < m asociat
functiei f in punctul a:

*)(
T, ta( Z f m—a)k.

Restul de ordin n este, prin definitie,

Ry pa(z) = f(z) = Ty pa(2).

Polinoamele Taylor de gradul intai (respectiv de gradul al doilea) se numesc
aproximarea liniara (respectiv patratica) ale functiei in jurul punctului a.
Teorema (Formula lui Taylor cu restul Lagrange)

Fie f : I — R de clasi C"*! si a € I. Atunci, pentru orice x € I, exista
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€ € (a,x) (sau (z,a)) astfel incat

(x —a)"t!

o e

f(@) =T jalz) +
Observatii
1. Restul de ordin n poate fi scris sub forma Peano :
Jw : I — R astfel incat %ll)n w(z) =w(a) =0si
a
x—a)"
Rogale) = =)

2. lim B, pa(2)
r—a (x — a)”
3. Restul de ordin n poate fi scris sub forma integrala:

R ) = — / ") () (2 — ).

nl

=0.

Seria Taylor
Fie I C R un interval deschis si fie f : [ — R o functie de clasa C* pe I.
Pentru orice xg € I definim seria Taylor asociata functiei f in punctul zo:

00 (n)(p
> Lo o
n=0 :

Observatii

1. Seria Taylor asociata functiei f in punctul xg este o serie de puteri.

2. Seria Taylor asociata lui f in xg = 0 se mai numeste si serie Mc Laurin.
Teorema de reprezentare a functiilor prin serii Taylor

Fie a < b i fie f € C*([a,b]) astfel incat exista M > 0 cu proprietatea ca
VYn € N,V € [a,b], |f™(z)] < M. Atunci pentru orice 29 € (a,b), seria
Taylor a lui f in jurul lui zp este uniform convergentd pe [a,b] si suma ei

() (g
este functia f, adica f(x) = Z fi('o)(x —x0)", Vz € [a, b].
=
Serii de puteri

(o.9)

Fie (ap)nen un gir de numere complexe si a € C. Seria Z an(z — a)" se
n=0

numeste seria de puteri centrata in a definita de sirul a,,.

Formula razei de convergenta
oo

Fie seria Z an(z —a)" si fie a = limsup 1/ |ay|.
n

n=0
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Raza de convergenta a seriei date, (notatd R), se defineste astfel:

0 daca a=o
R = oo daca a=0
1 dacd o€ (0,00)

Teorogma lui Abel

Fie E an(z — a)™ o serie de puteri si fie R raza sa de convergenta.
n=0
1. Daca R = 0, atunci seria converge numai pentru z = a.

2. Dacda R = oo, atunci seria converge absolut pentru orice z € C.
3. Dacd R € (0,00), atunci seria este absolut convergenta pentru |z —a| < R
si divergenta pentru |z — a| > R.
4. Seria este uniform convergenta pe orice disc inchis |z—a| < 7, Vr € (0, R).
Derivare si integrare termen cu termen

oo

Fie Z an(z —a)"™ o serie de puteri si fie S(2) suma sa.

n=0
o0
1. Seria derivatelor Z na,(z — a)"" ! are aceeasi raza de convergenti cu
n=1
seria initiald gi suma sa este S’(z).
( z — a)n—‘rl

o0
2. Seria primitivelor a
L nzz:o " on+1

seria initiala si suma sa este o primitiva a lui S.

are aceeasi raza de convergenta cu

Functii elementare

>0 1
1. eZ:Z—'-z”, Vz € C.

= n!
1 o0
2. —— =) 2" V|z| <1
1 n=0
1 o0
3. = (=1)"2", V2| < 1
1+ 2z =
4. cosz = i (-1)" 22 Vzel
B (2n)! ’
n=0
5 Sinz—i (=1) 22y e 0
—= (2n+1)! ’
o ala—1)(a-2)..(a—n+1) ,
6. (1+2) —Z o 2", Vz| <1, « € R.
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3.2 Siruri si serii de functii

Sa se studieze convergenta punctuald si uniforma a
urmatoarelor siruri de functii (exercitiile 1-9):

1. up: (0,1) = R ; uy(x) = nx+1,n20.
Solutie
1
Fie z > 0, fixat. Atunci lim wu,(z) = lim = 0, deci u, converge
n—00 n—oo nr + 1

punctual la f(z) = 0.

Evident, sup |u,(z)— f(z)] = sup
z€(0,1) 2€(0,1)
uniform la f.

= 1 si deci u,, nu converge
nr+1

2. up : [0,1] = R ; up(x) =na(l —x)",n > 0.
Solutie
Pentru orice z € (0, 1), fixat, avem:
. o o
nh_{lgo up(x) = nh_{lgo nx(l—x)" =0,
si deci u,, converge punctual f(z) = 0.
Studiem acum convergenta uniforma:

1 1
sup |up(z) — f(x)| = sup |nz(l —2)"| =u, < ) - -,
z€(0,1) z€(0,1)

deci u, nu este uniform convergent.
3. up: [0,1] = R ; uy(x) = 2" — 22" n > 0.

Solutie
Pentru orice z € [0, 1] fixat, rezulta:

lim u,(z) = lim (2" — 2*") = 0,
n—oo n—oo

deci u, converge punctual la f(x) = 0.
Studiem convergenta uniforma:

1 1
sup |un(z) — f(z)| = sup |z" — 22| = u, (> i
z€(0,1) 2€(0,1)
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deci u, nu converge uniform.

4. up: R R up(z) = /22 + 5, n > 0.

Solutie
Fie z € R, fixat; atunci:

n—oo n—oo

1
lim u,(z) = lim y/x2 + — = Va2 = |z,
n

deci u,, converge punctual f(z) = |z|, Vo € R.

Studiem convergenta uniforma:
2, L3
n

1 1
= sup = - =0,

xeRn2< /5’32+7712+\/;2) n

deci u,, converge uniform la f. Se observa ca pentru orice n € N, u, este
functie derivabila, dar f nu este derivabila.

sup |un(z) — f(z)| = sup
TER TER

et —1
5. up : (—00,0) = R, up(z) = e 1" > 0.
Solutie
Fie x < 0, fixat; atunci:
nx
—1
lim u,(z) = lim ¢ = -1,
n—00 n—oo e | |
deci u,, converge punctual la f(z) = -1, Vz € (—00,0).
Convergenta uniforma:
[un) — f(2) —
sup |up(x) — f(x)|= sup —1—1‘:1,
re(-000) ve(—50,0) | €7 + 1
deci u, nu converge uniform.
' B x
6. Up, R~ R7 Un(ﬂf) = arctgm,n > 0.

Solutie
Fie x € R, fixat; atunci:

=0,

I — lim arct -
im up(z) = Jim_arc anm =

n—oo
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deci u,, converge punctual la f(z) = 0, Vo € R. Convergenta uniforma:

sup [, (2) — f(2)] = sup |arctg

T€ER z€ER

T
1+n(n+1)x?|

Functiile u,, sunt impare deci este suficient si gasim supremumul pe inter-
valul (0, 00).

/ 1— 1 2
ul (x) = (arctan ’ ) = nin+ Lz
)z?

1+n(n+1 224+ (1 +n(n+1)z2)2’

deci supremumul este atins in = = (1 +1); in final rezulta ca u, este uni-
nn

form convergent.

T. up: (1,00) = R, up(z) = \/(n2 + 1) sin? LI vnx,n > 0.
n
Solutie
Folosim inegalitatea sinz < x ,Va € [0, 5] si obtinem :
2 .2
(n®+1)sin* 2

\/(n2 +1)sin T + na + /nz

2 Find 2
n“+1)%
"+ D < — 0,

2vn vn

deci girul u, este uniform convergent la 0 .

<

0 < up(z) <

<

8. up(x) =2"e ™ x> 0.
Solutie
Fie x > 0, fixat. Atunci li_>m un(x) = 0, deci girul converge punctual la
n [e.9]

functia f(z) =0, Yz > 0. Studiind variatia functiei w,,, rezulta:
. L o
g, 53 fen(2)] =Yg fun(L)] = Jixg €™ =0,
deci sirul este uniform convergent.

nx

9 un(e) = T

Solutie

Fie z € [0, 1], fixat. Atunci le un(x) = x, deci sirul u, converge punctual
n—oo

x € [0,1].

la f(x) =z, Vz € [0,1]. Pentru a studia convergenta uniforma, calculam:

T+ 2
li — f =1 — =1 =0,
im Izl[g?l] [t () ()] im xil[g,)l] S i o -
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deci sirul converge uniform; faptul ca supremumul de mai sus se atinge in
2
T+

—_— 1] (f i
TniasPe [0,1] (functia

x = 1 rezulta din studiul variatiei functiei x —

este crescatoare).

sin nx
\/ﬁ

Sa se studieze convergenta sirurilor u,, si u),.

Solutie

Din inegalitatea

10. Fie girul uy, : R — R, uy,(z) = ,n > 0.

Vn
rezulta ca sirul w, converge uniform la 0 .
Sirul derivatelor nu este punctual convergent:

(un(x))’ = v/ncosna.

1
11. Fie sirul up, : R— R, up(x) =+ —.

n
2

Sa se studieze convergenta sirurilor u,, si u;,.

Solutie
Sirul u,, converge uniform la f(x) = x:

. 1
5, U fun(z) — 0| = Jimg, & =0.

Sirul 42 converge punctual la f?(x) = 22, dar nu converge uniform:

_ Y TR S
Jim sup fui () —a”| = lim |27+ 5 = oo.

—x —-n
12. Fie sirul u, : [0,00) = R, u,(x) = u,n € N si fie
) z+n

A, = / un(x)dz,Yn € N*. Sa se studieze convergenta sirului u, si sa se
0
calculeze lim A,.
n—oo
Solutie
Fie x > 0, fixat.

lim u,(z) = lim ———— =¢ %,
n—o00 n—o00 r+n

deci u,, converge punctual la f(x) =e™*, Vo > 0.
Evaluam in continuare

n

) e —e |, Vo >0,Yne N*.

n—+x
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Daca z € (n,00) atunci:

" 0.

elf<e "=l —efl<e "= gp(r) <e
Daca z € [0,n] atunci

e ze = et — e < e+ e =

=e "4+e <277,

deci .
2ze”
< V€ [0,n].
o) < 22 v e [0,0)
: L . 2ze™"
Studiem acum variatia functiei [0,1] 3 z — .
T+n
/
2 —x —x
e :267-(—x2—nx+n),
rT+n (x+n)?

—X

0.V n24+4n—n )
, 2

. . 2xe 9 . <
deci functia este crescatoare pe ( si descrescatoare pe

r+n
(7”12*24"7", n),deci
8 _ 2n
gn(r) < = re VnZranin — ().

(Vn? +4n +n)?

Deci u,, converge uniform la f .
Aplicand transferul de integrabilitate obtinem:

n—00 e

1 1 e—1
lim A, = / f(x)dx :/ e Ydx = .
0 0

13. Fie uy : (0,00) — R, up(z) = e ™. Sa se studieze convergenta
sirurilor w, si u),.
Solutie
Sirurile u,, gi u), converg simplu la functia constanta zero, dar nu converg
uniform.

14. Fie sirul f, : [0, 5] — R, definit prin relatia de recurenta:

fi(z) =z, fot1(z) = sin (fo-1(z)).
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Sa se studieze convergenta punctuala si uniforma.
Solutie
Fie z € [0, %] fixat. Sirul f,(x) este descrescitor:

Jur1 (@) = sin (fa(2)) < fu(@), ¥n € N
si marginit:
0 < folz) <z, ¥n € N.
Deci girul f,, este punctual convergent.
Fie f : [0,%] = R, f(z) = ILm fn(z). Trecand la limita in relatia de
n—oo
recurentd, se obtine: f(z) = sin(f(z)), Ve € [0,5]. Se demonstreaza
simplu ca singura solutie a ecuatiei t = sint este ¢t = 0, deci functia f
este constanta zero. Studiem acum convergenta uniforma; pentru aceasta,
trebuie calculat sup |f,(x)|. Demonstram in continuare ca functia f,
wefo 3]
este crescatoare pentru orice n € N si deci supremumul de mai sus este
fn(5). Sirul f,(5) converge la zero (deoarece s-a demonstrat mai sus ca
liﬁ\m fn(z) =0, Yo € [0,%]) si deci f, este uniform convergent.
n—oo
Demonstratia faptului ca f, sunt functii crescatoare se face prin inductie: f;
este crescatoare; presupunem ca fi sunt crescatoare pentru orice 1 < k <n

. o o o . m .
si demonstram ca f,11 este crescatoare. Fie 0 <z <y < 5; atunci:

fn-i—l(x) = sin (fn(l“)) < sin (fn(y)) = fn+1(y)a

deci f,41 este functie crescatoare, ceea ce incheie demonstratia.

15. Fie girul f, : [0,00) — R, fn(x) = s
a. Si se studieze convergenta punctuala.
b. Sa se studieze convergenta uniforma pe [0, 1].
c. S& se studieze convergenta uniforma pe [1,00).
d. Sa se studieze convergenta punctuald a sirului derivatelor (acolo unde
exista).
e. Sa se studieze convergenta uniforma a girului derivatelor pe [0, 1].
Solutie
a. Fie x > 0, fixat; atunci

: — 1 1+1 _
L S
deci f,, converge punctual la f(z) = x.

b. Pentru a studia convergenta uniforma pe [0, 1], calculam:

sup |fo(@) — f(x)] = sup (x—a'*n).

z€0,1] z€[0,1]
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Studiind variatia functiei de mai sus, rezulta ca supremumul se atinge in
n
— n . -
T = <n+1) ; rezulta:

n \" n
1. . :1. 1_ =
Jim o 1) = 1001 = i (55) (1= 75 =0

deci girul f,, converge uniform pe [0, 1] la functia f.
c. Sirul nu converge uniform la f pe [1,00). Procedand ca mai sus, obtinem:

sup fu(a) — J(o)| = supe (o~ 1) = .
z>1 z>1

d. Evident, f) (z) = (1 + %) 2. Pentru orice z > 0, fixat, avem:

lim f)(z) = lim gn=1= I'(z).

n—r00 n—oo n +

In z = 0, avem le f7(0) = 0. Deci sirul derivatelor converge punctual
n—oo

pentru orice z € [0, 00).

. . . 1
e. Sirul derivatelor nu converge uniform pe [0, 1]: supgcp 1] ‘niﬂxn — 1’ > 1.
Un alt argument este faptul ca functia limita (a girului derivatelor) nu este
continua.

Sa se studieze convergenta urmatoarelor serii de functii si sa

se decida daca se pot deriva termen cu termen (exercitiile 16-22):

16. Y n" ",z €R.
n
Solutie
Seria converge punctual daca si numai daca x € (1,00) (se compara cu seria

lui Riemann).

. 1 . 1
Fie r > 1; pentru orice x > r, avem — < —. Seria E — este convergenta

n n n
n
si deci, conform criteriului lui Weierstrass, seria converge uniform pe inter-
valul [r, 00).
Seria derivatelor: g (n™*) = — E n~ % Inn converge uniform pe orice in-
n>1 n>1

terval [r, 00); se aplica criteriul lui Weierstrass:

/

Zn*xlnn < Zn*rlnn, Vo >r.

n>1 n>1

Ultima serie (numerica) este convergenta.
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27’L
n=1
Solutie
sinnx 1
lun ()] = o on Ve R
Seria Z .- este convergenta si din criteriul lui Weierstrass rezulta ca seria
n>1

sin nx
> o

n>1
este uniform convergenta pe R.

) . sinnx\’ N COSNT ) .

Seria derivatelor E on = E —on converge uniform pe R (cri-
n>1 n>1

teriul lui Weierstrass), deci seria se poate deriva termen cu termen.

1
18. ————, unde ¢ : [a,b] — R este o functie de clasa C!
2
=10+ (e(z)

arbitrara.
Solutie

: C 1 1 =1
Seria are termeni pozitivi si -3 < - Seria Z —; este conver-

n? + (p()® ~ n =

o
genta, deci Z —————— este uniform convergenta pe [a, b].
=1+ (o(2))

—9 /
Seria derivatelor Z 5 p(z)e (562) 5 este uniform convergenta pe [a, b], deci
w1 (0?4 (0(2))?)
seria se poate deriva termen cu termen.

2
19. Z(x;n);me[a,b],o<a<b.
n>1
Solutie
Din inegalititile 0 < a < bsi a < z < b rezultd (z +n)? < (b+n)? si deci

Z (z +n)? < Z (bJF”)Q.

4 4
n>1 n n>1 n

Aplicand criteriul lui Weierstrass, rezulta ca seria este uniform convergenta
pe [a,b].

Seria derivatelor converge uniform pe [a, b], deci seria se poate deriva termen
cu termen.
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In(1
20. " LTNT) oy,
n

n>1 "
Solutie
Aplicand inegalitatea In(1 + z) < x obtinem
prit oy L
n>1 n>1

Ultima serie este convergents dacd 1 € (—1,1) (deci z € (1,00)) si diver-
genta in rest . Deci seria initiala este simplu convergenta pentru xz € (1, 00).
Seria converge uniform pe orice interval [, 00), a > 1.

Daca x € (0,1], atunci din inegalitatea:

Z ln(ln—zi—nnx) > Z In(1 1—1|— nx)
n>1 n>1

)

rezulta ca seria este divergenta, deoarece ultima serie este divergenta (cri-
teriul necesar). In concluzie, seria data converge daca si numai daca = > 1.
Seria derivatelor este:

> (e )

n>1

Fie r > 1; din inegalitatile:

‘ 1 o1 Ve e froo)
) X T7OO )
(I+nz)z™| = (14 nr)r?
In(1 + nx) no_n
1 N o+l < — < 77v 6 Y Y
’(1 +na)zntl] T ogn T o z € [r,00)

rezulta ca seria derivatelor converge uniform pe orice interval [r,c0), 7 > 1.

21. Z z"(1—=x), x> 0.
n>0
Solutie
Sirul sumelor partiale este

Sp(x) =1— 2",

Rezulta ca seria converge simplu pentru orice x € [0, 1].
Suma seriei este

s:[0,1] = R, s(z) = 1,Vz € [0,1) sis(1)=0.
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Seria nu converge uniform pe [0,1] (altfel suma seriei ar fi continud), dar
converge uniform pe orice interval [0, af, o < 1.
Seria derivatelor Z(nw”fl — (n+ 1)a") are sirul sumelor partiale

n>0

sh(z) = —(n+1)z"

n

care converge uniform pe orice interval compact [0,7],Vr < 1.

22. > e " x> 0.
Solutie
n 1— e—(n—i—l)z

Sirul sumelor partiale este s, (x) = Z e kT — . Seria converge

1—e*

k=0
punctual la functia f(z) = ﬁ pentru orice x > 0; seria nu converge
uniform pe (0, c0):
n e —(n+1)z ) e—(n+1)z
P e -  Er e

Seria derivatelor Z (—ne™™*) are sirul sumelor partiale

n>0
, 1— e—(n+1)x ! (n + 1)6—(n+1)x _ ne—(n+2)x —_e ™
sy () = 0 | = 3 .
1—e (1 —e z)
Pentru orice z > 0 fixat avem
.y e
A2, on(®) =~

deci seria derivatelor converge punctual la derivata sumei. Convergenta nu
este uniforma pe (0,00), dar seria derivatelor converge uniform pe orice in-
terval compact [r,00)r > 0 (se poate face un rationament asemanator cu
cel pentru seria initiala).

sin nx

23. Sa se demonstreze ca functia f : R— R, f(x) = —— este
continui. Se poate deriva seria termen cu termen ?
Solutie
Seria este uniform convergenta (se aplica criteriul lui Weierstrass):
sin nx 1
- S _,
;n(n—l-l) 7gln(n—l-l)
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ultima serie fiind convergenta. Seria derivatelor g S nu converge punc-

n>1
tual, deci seria nu se poate deriva termen cu termen.

22 +n

24. Fie seria de functii Z(—l)"#, z € R.
n>1 n

a. Sa se studieze convergenta punctuala pentru orice z € R gi convergenta
uniforma pe orice interval [a,b]. Este seria uniform convergenta pe R?
b. Sa se studieze absolut convergenta pentru orice x € R.
c. Sa se studieze continuitatea sumei seriei (acolo unde ea exista).
d. Se poate deriva seria termen cu termen ?

Solutie
2
x 1
a. Fie z € R; seriil i E —1)"— si E —1)"= sunt ambel -
ie x seriile numerice » (—1) 3 8 2 (—1) ~ sunt ambele con

n
vergente, deci seria data este punctual convergenta pentru orice x € R.

2

nd

Studiem acum convergenta uniforma pe intervalul [a, b]. Seria Z(—l) —
n
n
este uniform convergenta pe [a, b]; pentru aceasta, aplicam criteriul lui Weier-

strass de convergenta uniforma pentru serii:

2
< ol Vz € [a,b],

. . . 1
lar seria numerica E - este convergenta.
n

n
Seria nu este uniform convergenta pe R; pentru aceasta, fie ¢ suma seriei

-1 1)
Z ( 2) si b suma seriei Z (=1) . Evident, seria data converge punctual

k-’lf2+k

la functia f(x) = az? + b. Fie s,(x) = zn:(—l)

2 Calculam:
k=1
lim sup |£(z) — su(z) = I 2y~ 1)
1m Ssu r) — SplT = 11m Ssup x —a:OO,
n—r00 xeg " n—00 xeg = k2

deci seria nu converge uniform pe R la f.
2?2 +n

n2

b. Seria nu converge absolut pentru nici un « € R deoarece seria E
n

este divergenta (se poate compara cu seria armonica).
c. Evident, functia f (suma seriei) este continua pe R (desi seria nu converge
uniform pe R).
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d. Seria nu verifica ipotezele teoremei de derivare termen pe R: seria data
trebuie sa convearga punctual, iar seria derivatelor sa convearga uniform;

prima conditie a fost verificata. Seria derivatelor este Z(—l)”—w serie
n>1
care nu este uniform convergenta pe R:

I 2 i(_l)k 2
im sup | 2z — 2ax | = o0.
n—xmxeg = k2

Mentionam totusi ca seria derivatelor converge uniform pe orice compact
din R. Seria data se poate deriva termen cu termen, egalitatea

/

o (21" =" _ (="

x; 2 +ZT —2$Z > NVxreR
n>1 n>1 n>1

fiind evident adevarata.

n
25. Fie seria Z LUQ + x.
n+1
n>1

a. Pentru ce valori ale lui « € R seria converge 7
b. Sa se studieze convergenta uniforma.

c. Se poate deriva seria termen cu termen 7
Solutie

a. Fie z € (—1,1), fixat. Descompunem seria:

nz" 4+ x 1 no .,
Z 2 :xz 2 +Z 2 1% -
n21n+1 el +1 1" +1

Prima serie este convergenta pentru orice x € R. A doua serie converge
absolut daca x € (—1,1); pentru demonstratie se poate aplica criteriul ra-
portului:

n+1 n+
. n+l1)24+1 T
lim | n) | =2 < 1.
n—oo n2+1
Daca z = —1, seria converge (cele doua serii de mai sus sunt convergente)

dar nu converge absolut.

Daca = = 1 seria este divergenta (se poate compara cu seria armonici).
Daca |z| > 1 seria diverge (se poate aplica criteriul necesar).

In concluzie, seria converge daca si numai daca = € [—1,1).
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b. Aplicand criteriul lui Weierstrass, seria converge absolut si uniform pe
orice compact [—r,r] C (—1,1):

D

n>1

ne +x

nr' +r
A E s

2
1 +1

iar ultima serie (numerica) este convergenta.
c. Seria derivatelor este:

nz" + z\’ n? 1
Z<n2+1> _T;(M—{—lx Jr1124—1 N

n>1

1 n2
=y ——+> —5—a"".
2 2
S +1 Sin +1

Seria derivatelor converge uniform pe orice interval [—r,r] C (—1,1), deci
seria se poate deriva termen cu termen.

26. Sa se stabileasca natura seriei Z( frn — fn—1) daca :
n>1
afn:[0,1]— R; fo(x) =nz(l —2)",Yn € N.
b. fn:(0,1] = R, fu(z) = Vn € N.
Solutie
a. Calculam sirul sumelor partiale

1+ ena’

Sn(x) = zn: (fe(2) = fr1(2)) = fu(2) = fo(x) = fu(2),Vz € [0, 1].
k=1

Folosind exercitiul 2 din acest capitol rezulta ca seria este simplu conver-
genta (la 0) dar nu este uniform convergenta.

b. Calculam sirul sumelor partiale:
e 1

T lgene 2

Sn(@) =" (fu(x) = fru1(2)) = falz) — fo(z)
k=1

1
Rezulta ca seria converge punctual la functia S(z) = 7 Din evaluarea:

Sp(z) — =

sup 2

z€(0,1]

= sup

ze(0,1] 11+ €™

!

e ’ 1 1

rezulta ca seria nu este uniform convergenta .
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27. Fie Dy = {z € C | |z| = 1} cercul unitate si fie C(D;) spatiul
Banach al functiilor continue pe D; cu norma supremum. Fie, de asemenea,
?Y(Z) spatiul Banach al sirurilor absolut sumabile cu norma || |1, (a se
vedea sectiunea teoretica a capitolului 2).

a. Si se demonstreze ci pentru orice z € D; si pentru orice sir x € £1(Z),
seria (de numere complexe) Z x(n)z~" este absolut convergenta.

nezZ
b. Pentru orice z € (1(Z), notdim cu Zz functia (corect definitd, datoriti

punctului a):
Zr:D1— C, (Z2)(z) = Z x(n)z™".
nez
Functia Zz se numesgte transformata Z ("zet”) a sirului z. Sa se demonstreze
ca Zx este functie continua.
c. Sa se demonstreze ca aplicatia

Z:042) = C(Dy), (Z2)(2) = Z x(n)z™"

nez

este liniara si continua.
d. Si se demonstreze ci pentru orice siruri z,y € ¢1(Z) are loc egalitatea:

Z(z*y) = (Zz) (Zy),

unde, x x y este convolutia girurilor z si y, (cf. exercitiului 55, cap. 2).
e. Fie 0 € ¢}(Z) un sir fixat si fie Mzg operatorul de inmultire cu functia
20 ( a se veda exercitiului 53 din capitolul 2):

Mgg : C(Dl) — C(Dl), Mzgf = (Z@)f

Fie, de asemenea, operatorul de convolutie cu 0 (a se vedea exercitiul 55 din
capitolul 2):
Co: 1M(2Z) — 11(Z), Cox = O x.

Sa se demonstreze relatia:
ZCyx = Mzg Zx, YV € (X(Z).

Solutie
a. Fie z € Dy si fie x € ¢1(Z); atunci:

D e < Y7 Jr(n)| =l @ i < oo

nez nezZ
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b. Fie x € (}(Z); pentru a demonstra ci functia Zz este continua pe Dy
este suficient sa demonstram ca seria Z x(n)z~" este uniform convergenta

nez
pe D1. Pentru aceasta aplicam criteriul lui Weierstrass:

> ez < Y Ja(n),
nez nez

ultima serie fiind o serie numerica absolut convergenta.
c. Liniaritatea o propunem ca exercitiu; pentru orice x € ¢}(Z), avem:

Z z(n)z™"

nez

<

| Z [loo= sup [(Zz) (2)| = sup
zeD1 z€Dq

< sup Y fz(n)] |27 = |,
2€D1 ey

ceea ce arata ca Z este operator continuu.
d. Fie z,y € {}(Z) si z € Dy; atunci:

(Z@xy) () =D (wxy)(n)z" = (Z z(n — k)y(k)) 2" =

nez nezZ \keZ

=2 (y(k) > w(n—k) z‘”) = (y(k) > z(m) z—k—m> -

keZ nez keZ meZ

— <Z w(m)z‘”) (Z y(k)z_k> = (Z2z) (Zy),

meZ keZ

comutarea seriilor (in n si k) fiind permisa datorita faptului ca ambele sunt
absolut convergente.
e. Fie § € (}(Z); atunci, pentru orice x € ¢!(Z), aplicand punctul d, rezult:

ZCpx =ZO0*x) = (20) (Zz) = MzpZx,

ceea ce Incheie demonstratia.

3.3 Formula lui Taylor. Serii Taylor

Sa se dezvolte in serie Mc Laurin urmatoarele functii precizandu-
se domeniul de convergenta (exercitiile 28-41):
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28. f(z)=¢€"
Solutie
Calculam derivatele functiei gi obtinem : (e‘”)(n) =e",¥n € N. Rezulta

oo 1
© = n! v
n=0

Pentru determinarea domeniului de convergenta folosim criteriul raportului

n+1 |

lim |—=—— . 2 = qim |2 ‘_0<1,

n—oo|(n+1)! an| n-oocoln+1
seria este convergenta pe R .

n+1
Restul de ordin n este : R,(x) = (;—i- ol et €€ (0,z) sau € € (x,0).
29. f(z) = chz

Solutie

Din relatiile: (chz)’ = shx si (shz)’ = chz rezulta
(ch)®™(0) = ch(0) = 1 si (ch)®* ™) =sh(0) = 0.

Rezulta seria

1
chx = 2> Yz € R.
% (2n)!

30. f(x)=shx
Solutie
Procedand ca mai sus, obtinem:
shz = Z L 2"t vr € R
(2n +1)! ’ '

n>0

31. f(x) =sinzx
Solutie
Calculam derivata de ordin n a functiei sinus:

(sinz)™ = sin <a:+n72r> ,Vn €N,
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si deci sin®(0) = 0 gi sin®" " (0) = (—1)". Rezulti

sinz = i Nl gt
L~ (2n+1)! '
n=0

Pentru determinarea domeniului de convergenta folosim criteriul raportului

2

23 (2n+1)! , T
= lim
n—oo (2n + 2)(2n + 3)

0 (2n + 3)! L g2ntl

=0<1,

deci seria este convergenta pe R .

32. f(x) =cosz
Solutie
Derivata de ordin n a functiei cosinus este:

(cos )™ = cos (:U + n;r> ,

si deci

Seria este convergenta pe R.

33. f(z)=(14+2), a€R
Solutie
Fie a € R; derivata de ordinul n a functiei x — (1 + z)® este:

(14+2)")™ =a(a—1)(a—2)..(a—(n—1))(1+2)*" ¥Yne N.

Rezulta ca derivata de ordin n in zero este a(a — 1)(a — 2)...(c — (n — 1))
si deci (seria binomiald):

ala—1)(a—2)..(a—n+1)

z".
n!

(1+2)* =3

n>0

Domeniul de convergenta al seriei este |z| < 1.

1

34. f(z) = T2

Solutie
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1
= —1)"z" Vv —1,1).
e = L e (L
35. f(z) =vV1+u.
Solutie

Caz particular al seriei binomiale: o = %; rezulta:

Vitz=Y (=1)"11-3-5..(2n — 3)

o " Vx| < 1.
n>0

36. f(z) =In(1+4z) ; sa se calculeze apoi suma seriei
Z (_1)n+1

n>1 n

Solutie

Derivata de ordin n a functiei x — In(1 4 x) este:

(In(1 + 2))™ = < ! >("” _ ()" —1)!

v N.
1+x (1+z)» ne

Rezulta seria:

o0

In(1+z) = Z(_lyzn_l-x",
n=1

care este convergenta pe (—1,1]. In particular, se obtine:

Z(lr)LnH:an

n>1

37. f(x) = arctgz; sa se calculeze apoi suma seriei
3 (="
"0 2n +1
Solutie
Dezvoltam in serie derivata functiei:
1

(arctgz)’ = 1o > (=12 Vx| < 1.
x



90 CAPITOLUL 3. SIRURI DE FUNCTII. FUNCTII ELEMENTARE

Integrand termen cu termen, rezulta (convergenta in punctele +1 rezulta
aplicand criteriul lui Leibniz):

(=D" ant1
arctgr = E — " Ve [-1,1].
>0 2n+1

In particular, se obtine (seria Leibniz-Gregory):

Z (-1 T
250 2n+1 4

sint

38. f(x) = / St
0
Solutie
Aplicand dezvoltarea functiei sinus si integrand termen cu termen, rezulta:

sint = (-=1)" S
—dt = . n-+
/0 t %(2n+1)(2n+1)! v

Seria este convergenta pe R .

39. f(z) =sin’z
Solutie
Liniarizand si aplicand dezvoltarea functiei cosinus, se obtine:

1— 2 oo n 122n 1
sin g = — 0% Z -z
n=1
Seria este convergenta pe R.
3
40. =
1@ = a1
Solutie
Descompunem functia in fractii simple :
3 1 >
T@) = a5 " 1-s 1+2x_Z z_:(_
n=0 n=0

Prima serie este convergenta pe (—1,1) iar a doua pe (—%, %) Rezulta:

3 S non n 1
o)z = 20+ D2 Vil <.
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1
41. =
o= e
Solutie
Descompunem functia in fractii simple :
1 1 1 x
fw) = 1+z+a2+23 1+x+ 1+22 1+a2
o o0 oo
= Z(—l)”m" + Z(—l)"x2" — Z( 1)t — Z e Yzl < 1,
n=0 n=0 n=0 n=0
unde ¢, = 1 dacan =4k , ¢, = —1 daca n =4k + 1 gi ¢, = 0 1n rest.

42. Si se dezvolte in serie de puteri ale lui z — 1 functia

f:R\{0} = R, f(z) = —

Solutie
Derivata de ordin n este:

—1)n!
) = ED et f0(1) = (—1)a, vn e V.
Xz
Rezulta
Z "(x—1)",Vz € (0,2).
n=0

43. Sa se dezvolte in serie de puteri ale lui x + 4 functia

1

f:R\{-2,—-1} = R, f(z) = PN

Solutie
Se descompune functia in fractii simple si apoi se procedeaza ca la exercitiul
anterior (se calculeaza derivata de ordin n in x = —4):

1 1
24+3x+2 z+1 x+2

fz) =

o0 1 "
-y <2n+1 _ W) (x+4)" Vo € (—6,—2).

n=0
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O altd metoda este de a aplica direct dezvoltarea functiei T translatata
x

nzx=—4:
1 1 1 1
flo)= e~ s = - -
z+1 x+2 _3(1_%%) _2(1_%%)
=-> ! +4)" + > L et <2
= ﬁ(:ﬁ ) 2n+1(:z: )Y | | .
n>0 n>0

44. Sa se determine aproximarile liniare si patratice ale urmatoarelor
functii in jurul punctelor indicate:
a. f(z) =xIlnz in jurul punctului a = 1.
b. f(z) = ¥/ + 1 sinz in jurul punctului a = 0.
Solutie
a. Aproximarile cerute sunt polinoamele Taylor de gradul 1 si respectiv 2.
Se calculeaza f(1) =0, f/(1) =1, f”(1) = 1. Rezulta:
Ti(@) = f1) + f()@—1) =2 — 1.
To(w) = f(1) + F()(@— 1) + 5 ()@ —1)2 = (@ — 1) + b — 1)
b. Analog, se obtine T (z) = 1+ si Th(z) =1+ 2z + j22

45. Sa se demonstreze ca exista functii f € C*°(R) care nu se pot
dezvolta in serie Taylor.
Solutie
Un exemplu uzual este functia

{4

daca x #0
‘R R, flz)=4{ ©
/ /(@) { 0 daca =0
Atunci f € C*(R) si in plus functia f si toate derivatele ei in 0 sunt nule:
f (”)(O) =0, Vn € N. Daca functia s-ar putea dezvolta in serie Mc Laurin
intr-o vecinatate ) a originii, atunci
), f70)

T+ °4+...=0,Vz eV,

f) = £0) + e+

contradictie: evident, functia f nu se anuleaza in alte puncte in afara originii.

46. Folosindzdezvoltéri limitate sa se calculeze urmatoarele limite:
1—cosx
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b lim In(1 + 22) —Ssin 2z + 212
z—0 x

Solutie
a. Consideram functiile f(z) = 1 — cosx? si g(z) = sin2? pe care le dez-
voltam in jurul lui 0. Obtinem:

f'(z) = 2zsinz? = f/(0) =0
f"(z) = 2sinz? 4 422 cos 2% = f"(0) = 0
f"(z) = 12z cos z? — 8x3sinz? = " (0) =0
F9(z) = 12cos #? — 48z% sinz? — 16z cos 22 = fP(0) = 12
d(z) =2xcosz? = ¢/(0) =0
g"(z) = 2cosx? — 4% sinz? = ¢"(0) = 2

0(z*)

zk

Notam 0(x¥) orice expresie care verific egalitatea limO = 0. Rezulta
T—

1 —cosx? . 124“?4 +0(z%) 1
11;11)1(1) 2einz® | aa0 2 N2
= +0(z) 2
O alta metoda consta in a aplica direct dezvoltarile functiilor sinus si cosinus
(pana la gradul al treilea).
b. Consideram functia f(x) = In(1+ 2x) — sin 2z + 222 pe care o dezvoltim
in jurul lui 0; pentru aceasta, putem calcula derivatele pana la ordinul al
treilea ale functiei f (ca mai sus) sau putem aplica dezvoltarile functiilor
logaritm si sinus:

(—1)ntion (=D)"2" 51 2
f(a:)zzix"—zim" + 2z,
=1 n =0 (2n + 1)!
Rezulta:
. In(1+2x) —sin2x + 222 16;3 +0(23) 8
lim 3 = lim —— = .
x—0 X z—0 x 3
2 1
47. Sa se calculeze limita:lim (H — )
a—0 \2z(e* —1) 22
Solutie
Scriem mai Intai limita sub formas:
, ( 24 1) L x4 20—2e" 42
Im|(——m— = | = )
z—0 \2z(e* — 1) a2 a—0  2x%(e® — 1)
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Consideram functiile f(z) = 2 4+ 22 — 2e* + 2 si g(z) = € — 1 pe care le
dezvoltam in jurul lui 0. Procedam ca in exercitiul precedent si obtinem :

2+ 1) =240 1
=lim —— - = ——.
x—0 2%3 + 0($3) 6

ilg%) (Qx(ew —1) a2 -

Sa se calculeze cu o eroare mai mica decat 1072 integralele
(exercitiile 48-51):

1 .
2 sinx
48. / dx.
0
Solutie
Se dezvolta integrantul in serie de puteri in jurul lui 0, se integreazi termen
cu termen si se aproximeaza seria alternata rezultata:

2 sinz (=)™
/ dr = g .
2n+1
0o T =0 (2n + 1)!I(2n + 1)22n+

1
2 In(1
49. /2 Mdz.
0 T

Solutie
Se procedeaza analog; rezulta:

1
2In(l1+2) , (—1)nt
/0 — dr = Z ~agn

n>1

3 Cg
3a|l

50.
0 x

Solutie
Analog, se obtine:

1
3 arctg (=)™
do=S "
/0 s (2n + 1)2320+1

n>0

1 2
51. e Tdx.

0
Solutie
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Analog, rezulta:

1 5 (_1)n
R I S e
/0 © r;)n!(2n+1)

3.4 Serii de puteri, functii elementare

Sa se calculeze raza de convergenta si multimea de convergenta in
R pentru urmaitoarele serii de puteri (exercitiile 52-62):

52. Zaz

Solu§1e

Deci seria este abso-

Fie R raza de convergenta: R = lim 2] = 1.
n—o0 ‘an—l—l‘

lut convergenta pe (—1,1) si divergenta pe (—oo,—1)J(1,00) . Evident,
seria este uniform convergenta pe orice interval inchis || < r < 1. Daca
x € {—1,1} se obtine o serie divergenta.

53. Z n"
Solutle

Gnp, . .
Fie R raza de convergenta: R = lim [2n| = 1. Deci seria este abso-

n—o00 |an Jrl‘
lut convergentd pe (—1,1) si divergenta pe (—oo,—1)J(1,00) . Evident,
seria este uniform convergenta pe orice interval inchis |x| < r < 1. Daca
xz € {—1,1} se obtine o serie divergenta.

54. Z n+1$

n=1

Solutie
R = lim 2] = 1. Deci seria este absolut convergenta pe (—1,1), diver-
n—oo |an+1|
genta pe (—oo, —1)J(1,00) si uniform convergenta pe |z| < r < 1. Daca
. Lo 1 . .
x = —1 se obtine seria Z — care este divergenta, iar pentru z = 1 se
=1
oo (_1 n+1n
obtine seria ———— care este o serie convergenta.
n=1 n
o n,.1n
n"z
55. > -
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Solutie

. lan| . n"(n+1)! . n \" 1
R = lim = lim —————— = lim = —.
n—00 ‘an—l—l’ n—00 n‘(n + 1)”+1 n—oo \n + 1 e

. v 11 < q- v
Seria este absolut convergenta pe (_E’ <) si divergenta pe

(=00, —1)U(L, 00) . Seria este uniform convergenta pe |z| < r < e . Daci

T € {—é, %} se obtine o serie divergenta (criteriul raportului).
o n
56. nz:: oy peER
Solutie
R = lim [an| = 1. Seria este absolut convergenta pentru =z € (—1,1),

n—00 ‘an—i-l‘
divergenta pentru x € (—oo,—1)J(1,00) si uniform convergenta pe |z| <

(=n"

oo
r < 1. Daca x = —1 se obtine seria Z ——— care este divergenta pentru

n=1
o0

p < 0 si convergenta pentru p > 0, iar pentru x = 1 se obtine seria Z -

n=1
care este divergenta pentru p < 1 i convergenta pentru p > 1. Prin urmare

multimea de convergenta este:
[—1,1] daca p > 1,

[-1,1) daca p € (0,1] si
(—1,1) daca p<0.

n2+2

0 1 n+2

57. — "

> (cos n) x
n=1

Solutie

R = 1. Seria este absolut convergenta pe (—1,1), divergenta pe (—oo, —1) [J(1, 00)

si uniform convergenta pe |z| < r < 1. Daca € {—1,1} se obtine o serie

divergenta (se aplica criteriul necesar).

" ,a>0

> n!
58 nz::l (a+1)(a+2)..(a+n)
Solutie
Raza de convergenta este R = 1. Seria este absolut convergenta pe (—1,1),
divergenta pe (—oo, —1)J(1,00) si uniform convergenta pe |z| < r < 1.
Daca = = 1 obtinem seria

n!
2 (a+1)(a+2)..(a+n)

n>1
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Cu criteriul Raabe-Duhamel obtinem:

. 29
lim n < — 1) = a.
n—00 an+1
Seria este divergentd pentru a < 1 gi convergenta pentru a > 1; dacd a = 1

seria este seria armonica (divergenta). Daca = = —1 se obtine o serie con-
vergenta (cu criteriul lui Leibniz).

o 2n
(z—1)
59- 0 S

n=1
Solutie
Raza de convergenta este R = 3. Seria este absolut convergenta pe (—2,4),
divergenta pe (—oo, —2)[J(4, c0) si uniform convergenta pe |z — 1| <r < 3.
Daca x € {—2,4} se obtine seria armonica.

o
(x+3)"
60. > s
n=1
Solutie
Raza de convergenta este R = 1. Seria este absolut convergenta pe (—4, —2),

divergenta pe (—oo, —4) |J(—2, 00) si uniform convergenta pe |z +3| < r < 1.

£1)"
Daca x € {—4, —2} se obtin seriile Z ( 2) care sunt absolut convergente.
n
n>1
o0 -1
(<" )
61. —2)*"
> )
n=1
Solutie

R = 1. Seria este absolut convergentd pentru (z — 2)? < 1, adica = € (1, 3);
seria este divergenta pentru z € (—oo, 1) (3, 00) si uniform convergenta pe

-1 n—1
(x —2)> <r < 1. Daci z € {1,3} se obtine seria Z = care este
n>1 n

convergenta.

o'} 2

2n — 1)
62. -1 ”H(ix—l”

Solutie
R = % Seria este absolut convergentd pentru |z — 1| < %, adica x €
(—%, %); seria este divergenta pentru x € (—oo, —%) U (14—3, oo); seria este
uniform convergenta pe |z — 1] < r < %. Daca =z = —% se obtine se-

, Z(9>”(2n—1)2” te di 6 (criteriul ), iar daca
ria — — — 5~ Care este dilvergenta (cCriteriul necesar), 1ar daca
2\1) (Bn—2)m 8 ’
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13 . . n+1 9 n (2n — 1)271 . .
x = 77 se obtine seria Z(—l) ~ | Ta—\a, care este divergenta.
=1 4) (3n—2)
In exercitiile 63-68, si se studieze convergenta urmitoarelor
serii de functii

o
63. > In"z, x>0
. n=0
Solutie
Cu schimbarea de variabila ¢ = Inx se obtine o serie de puteri cu raza de
) a
convergenta R = lim [an|

pentru t € (—1,1) si divergenta pentru t € (—oo, —1)J(1,00). Rezulta ca

= 1. Seria de puteri este absolut convergenta

seria initiala este convergenta daca si numai daca x € (é, e). Evident, seria

este uniform convergenta pe [e”", e"],Vr < 1.
00 1 —n2
64. 1+ — —ne
> (1+3)
n=1
Solutie

Cu schimbarea de variabila t = e™® > 0 se obtine o serie de puteri avand raza
2

n 1\" . <
de convergenta R = lim (1 + > = e. Seria este absolut convergenta
n—00 n

pentru t € (0,e), deci pentru = > —1 gi divergenta pentru t € (e, ), adica
x < —1 . Evident seria este uniform convergenta pe x > r ,Vr > —1. Daca
x = —1 se obtine o serie divergenta (se poate aplica criteriul necesar):

2

(1 e (1)) 20

1
65.
7; nlz?
Solutie
1
Fie y = 27 !; seria de puteri Z —'y" are raza de convergenta R = oo, deci
n

n>1""
seria initiala converge pentru orice x # 0.

66. Z (_1)n+1€fnsinm
n>0
Solutie
Fie y = e~ %"%; seria de puteri Z(—l)"“y" are raza de convergentd R = 1
n>0
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si converge daca si numai daca y € (—1,1). Rezulta ca seria initiala converge
daca si numai daca sinz > 0, adica

z e |J @2km, (2k + 1)m).
keZ

>1

n
Solutie
. . : (-n™ , . o
Fie y = sinz; seria Z ~———y" converge daca gi numai daca y € (—1,1],
n>1
deci seria initiala converge daca si numai daca z # (4k —1)3, Vk € Z.

> ()
68. () >0
n>0 Inz

Solutie

x
Fie y = s seria converge dacad gi numai daca |y| < 1, sau echivalent,
z < |Inz|. Fie £ € (0,1) solutia unica a ecuatiei x = —Inz. Seria converge
dacd si numai daca = € (0,¢).

Sa se gaseasca raza de convergenta si multimea de convergenta
in C pentru urmatoarele serii de puteri (exercitiile 69-73):

ZTL
69. T; 5 2€0

Solutie

Raza de convergenta este 1. Seria este absolut convergenta pentru orice
|z| < 1 si divergenta pentru |z| > 1. Cazurile z = +1 au fost studiate in
exercitiul 11. Fie z = et # km, k € Z. Daca p < 0, seria este diver-
genta (criteriul necesar); daca p > 1, seria este absolut convergenta. Daca
p € (0, 1], seria este convergenta (partile reala si imaginara sunt convergente
- se aplica criteriul Abel-Dirichlet).

70. Zinz” ,zeC
n=0
Solutie

R =1, deci discul de absolut convergenta al seriei este |z| < 1. Daca |z| =1
sirul termenilor seriei nu tinde la 0 deci seria este divergenta .

71. > (1+ni)z" z€C

n=0
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Solutie
R =1, deci discul de absolut convergenta al seriei este |z] < 1. Daca |z| =1
sirul termenilor seriei nu tinde la 0, deci seria este divergenta.

72. Z zeC

Solu§1e

R = 3, deci discul de absolut convergenta este |z —2i| < 3. Daca |z—2i| = 3,
zn9

deci z — 2i = 3¢ se obtine seria Z

care a fost studiata in capitolul 1,

n>1
exercitiul 42.
n+1
73. zeC
Z_: n+1’
Solutie
R = 1, deci discul de absolut convergenta al seriei este |z| < 1. Daca
) én
|z| = 1,2z = € se obtine seria Z(—l)”“—. Daca z = —1, seria este
n
n>1

divergenta ( seria armonica); pentru z # —1 seria este convergenta (criteriul
Abel-Dirichlet).

Sa se calculeze sumele seriilor de functii (exercitiile 74-80) :

74. Z 2"

n>0

Solutie
1
2n __ 2\n __
n>0 n>0
2n+1
75.

Z 2n+ 1

Solu§1e

Raza de convergenta este 1. Fie S(x) suma seriei date. Seria derivatelor are
aceeasi raza de convergenta cu seria initiala si suma ei este egala cu derivata
sumei. Calculam:

S'(@) =Y (-)"a?)" =

n>0

2 Q,Wx\ < 1.

Rezulta S(z) = arctgr + C. Din S(0) = 0, rezulta C' = 0.
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76. i(n + 1)z"

Solui;ien

Fie S(z) suma seriei. Seria primitivelor are aceeasi raza de convergenta cu
seria initiala (R = 1) gi suma ei este egala cu o primitiva a sumei seriei date.
Integrand seria termen cu termen se obtine:

* _ n+l _ z
/0 S(x)dm—Zx —S,V|xl<1.

n>0
Rezultd S(z) = —
7z = .
ezulta X (1_x)2
7y (5)

Solutie
Seria converge pentru x € (—2,2) si fie S(x) suma seriei. Daca x = 0, atunci
5(0) = 0; fie z € (=2,2) \ {0};

S("T):Z@)n_?;)nil (§>n:2ix_i7§nil @)M'

n>0

Suma ultimei serii (pe care o notam cu T'(x)) se calculeaza prin derivare

= (gn}” (;c)"“) :%Z (g;)n: 2(11—5) = 22;'

n>0

Rezulta:

Tr)=Y — (g)n+1_c—1n(2—x).

n20n+1

Din T'(0) = 0 rezulti C' = In2. In concluzie rezulta:

2 2 2 .
S(x) = 5 1 —;lnm,VmG (—2,2),z # 051 5(0) = 0.
78 i (n+1)3 n—1
' = n(n+2)

Solutie
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Seria este absolut convergenta pentru x € (—1,1). Dacd z = 0 suma este %;

13
fiex € (—1,1) \ {0}. Coeficientul m se descompune in fractii simple:
(n+1)3 1 1
Aol 2 I I R S
nnt2) T o Tamy

Rezulta (pentru x € (—1,1) \ {0}):

o (n+1) 1 1 1 _
Zin(n—f—Q Zx" +an" —i—Z—x” —i—Z n—|—2 =

n>1 n>1 n>1

1 n— n
=m+2 Z/ 1dm+2732/ g =

n>1 n>1

/
1 n 1 v n—1 n+1
—1_$+(an> +%/O (21« )dx—i—/ (zw)dx—
1 z \ 1 [/ 1 1 [z 2
- il dr + — dr =
1—aj+<1—m>+2x/o (1—:U) x+2m3/0 <l—x> o

1 N 1 N 11 1 N 1 x2+1 1
= —In —|—2——=+In .
l—2z (1-2)2 2z 1—2 223 x

79. Z nx "

n>1
Solutie
Se face substitutia y = 27!, 2 # 0. Suma seriei (de puteri) Zny" se
n>1
calculeaza prin derivarea seriei Z y" si apoi Inmultire cu y; rezulta:

n>1
Z ny" = LQ, Vye (—1,1).
e (1-y)
Rezulta: .
anfnzm,VxE( 00, —1) U (1, 00).

n>0
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80. 2(471 — 3)gWn=3)
n>1
Solutie
Se procedeaza analog cu exercitiul precedent.

81. Sa se dezvolte in serie de puteri centrate in zero
functia f(z) = arcsinz si apoi sa se demonstreze

1-3-5..-(2n—1) 1 m
> ( )

1 . _T
* 2. 4.6..2n) 2m+1 2

n>1

Solutie
Dezvoltam in serie derivata functiei arcsin (folosim seria binomiala petru

exponentul a = —3):

| . 1:3:5..2n—1)
!/
_ T = 1

(arcsin x) N + % 2-4-6...(2n)

Integrand termen cu termen (de la 0 la ), obtinem:

" V2| < 1.

1-3-5...2n—1) 1
2:4-6..2n) 2n+1

arcsinm:x—kz v e [-1,1].

n>1

Convergenta in punctele 1 se stabileste cu criteriul lui Leibniz.

Suma seriei numerice din enunt, este arcsin(1) = 7.

82. Sa se dezvolte in serie de puteri centrate in zero functia
f(z) =In (aﬁ + \/14—7;1?2) si apoi sa se demonstreze:

,1-3-5..2n—1) 1

1+ (-1 - =
= 2-4-6...(2n) 2n+1

In(1+ Vv2).

Solutie

Procedam analog cu exercitiul anterior:
<ln(m+ \/1—|—x2>/ = ; —
V1+ a2
1-3-5..2n—1)
=1 -1 cxt Y 1.
+2.(=1) >a 6.2y L Vlkl<

n>1

Rezulta dezvoltarea:

In(z + V1+2?) =
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B 1-3.5.(2n—-1) 1
=z+2.(-1) 2.4-6..(2n) 2n+1

n>1

cx? v e [—1,1).

In particular pentru z = 1 obtinem suma seriei date: In(1++/2).

Folosind serii de puteri sa se calculeze sumele urmatoarelor
serii de numere (exercitiile 83-90):

(_1 n+1

83. 27)

n>1 n
Solutie
Suma este In 2.

(=D"
84.>
"0 2n+1
Solutie
Suma este arctgl = 7.

(="
85. ) ST

n>0
Solutie )
Suma este e” 1.
(="
86. Z —
= (2n +1)3"
Solutie
Suma este \/garctg(%) = ”T‘/g.
o0
(="
87. >
= (2n+1)(2n +2)
Solutie
Fie dezvoltarea:
t _ - (_1)7’L 2n+1v 1.1
arcg:c—nz:%m-x x e (—1,1).

Primitiva care se anuleaza in 0 este:

/m arctgr = Z (=" 22,
0 = (2n+1)(2n +2)
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Calculand (prin parti) integrala, rezulta:

1 (=" 2n42
rarctgr — = In(z? + 1) = Z R
2 & @n+1)(2n+2)
deci suma ceruta este 7 — 5 ln 2.
1
88, Z n +
Solutie "
oo
Raza de convergenta a seriei Z(n + 1)x™ este 1 si
n=0
o (0.)
Y (n+1a" =) (z Ly (Z :L‘"'H) =
n=0 n=0

N <1fx>/ - (1_1$)2,Vx € (-1,1).

X n+1 16

In particular, pentru x = % rezulta Z T
n=0
(=)
89. —_—
PO
Solutie

Din dezvoltarea functiei arctg:

—-1)"

rezulta .
t 1"
/ arcga:dxzz (-1) N
0o =4 (2n+1)
Valoarea acestei integrale (constanta lui Catalan) este aproximativ 0,91596.

(=1)"
90. )
=i3n+1

Solutie

n
Seria de puteri Z ™ _: 1373"“ converge pentru orice z € (—1, 1]; integrand
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termen cu termen, se obtine:

> EU"
>0 3n+1 z—1 =

= lim/ Z(—l)”x "dr = lim 5 =
z—1 Jg "0 z—1Jg 14+

=
|
=
3
8
w
3
+
—
|

+ —=arctg——— + =—-In24 —.

1, (x+1)2 1 2v —1 73 1 /3
?—z+1 3 V3 18 3 9



Capitolul 4

Functii diferentiabile

4.1 Notiuni teoretice

Derivate partiale, diferentiala
Fie D o submultime deschisa in R" gi fie f : D — R. Fiea€ D gi s € R"
un versor arbitrar. Se spune ca f este derivabila in punctul a dupa directia
s daca exista in R limita:
o e+ 19) = ()
t—0 t

d
Daca exista, aceasta limita se noteaza d—f(a) si se numegte derivata lui f
s

dupa s in punctul a. Se spune ca f are derivata partiald in punctul a

in raport cu variabila xj daca exista d—(a), care In acest caz se noteaza
€k

of

(a). Functia f se zice derivabila partial pe D daca pentru orice a € D

dxy, )
si pentru orice k € {1,2,..,n} exista 8—f(a). Functiile
Tk
97 :D— R
oxy,

se numesc derivatele partiale ale lui f. Functia f se zice de clasa C! pe D
(se noteaza f € C'(D)) daca toate derivatele partiale Er. exista gi sunt
Tp

functii continue pe D.
Presupunem ci f € C''(D); pentru orice a € D, vectorul

(05 ) Oy 0
radof = (57-(0) 5 (@) 5 (@)

107
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se numeste gradientul lui f in punctul a. Are loc formula:

d
d—fs(a) =s- grad,f,Vs € R".

Fie F : D — R™, F = (f1, f2,., fm). Presupunand ca exista toate
derivatele partiale Ti(a), se poate defini matricea jacobiana a aplicatiei F’
N

J
in punctul a prin:

afi
J = .
r(e) <8xj (a)> 1<i<m,1<j<n

Daca m = n, atunci matricea este patratica si determinantul ei se numeste
jacobianul functiilor fi, fo, .., fn In punctul a i se noteaza

D .. n
det (Jr(a)) = D((;fi’:ij ..’ in))

Functia F' se numeste de clasa C! pe multimea D daca toate componen-
tele sale, fi, .., f, sunt de clasa C'.
Diferentiala
Aplicatia F' : D — R™ se numegte diferentiabila in punctul a € D daca
exista o aplicatie liniara DF'(a) : R™ — R™ astfel incat

lim F(x)— F(a) — DF(a)(xz — a)

v=a [z —al

=0.

Daca exista, aplicatia DF(a) se numeste diferentiala lui F' in punctul a.
Legatura dintre derivate partiale si diferentiala

i. Daca F este diferentiabila in punctul a atunci F' este derivabila partial in
a. In acest caz, matricea (in baza canonici) a aplicatiei liniare DF(a) este
matricea jacobiana a lui F' in a, deci

DF(a)x = Jp(a)z®,Vz € R"

Daca f: D +— R este diferentiabila in a € D, atunci

Df(a): R" — R,
DY@, 02, s70) = S (@1 + 5L @)ea + o 2@,
sau, notand cu dx; proiectia pe componenta j, diferentiala se scrie sub forma:
of of of
D = — — = n-
f(a) o (a)dzy + Dg (a)dxa + ... + . (a)dz
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ii. Dacd F € C1(D) atunci F este diferentiabila in orice a € D.
Diferentiala functiei compuse
Fie A C R" gsi B C R™ doua multimi deschise si fie F': A — B,
G : B — R*. Daci F este diferentiabild in a € A si G este diferentiabild in
b = F(a) € B atunci compunerea G o F este diferentiabila in a si

D(G o F)(a) = DG(b) o DF(a).

Relatia dintre matricele jacobiene asociate este

JGoF(a) = J(;(b)JF(a>

Derivate partiale de ordin superior
Functia f : D ~ R se numeste de clasi C? pe D daca f € CY(D) si

E)asck € CY(D),Vk € {1,2,..,n}. Functiile ;2] (86;;) se numesc derivatele
2
partiale de ordinul al doilea si se noteaza ? . In cazul particular j = k,
Oz ;j0xy,

2
se foloseste notatia —=.

83;%
Teorema de simetrie a lui Schwartz
Daci f € C?(D), atunci

?f P
O0x;0xy, N 01,0

(a),Vj,k € {1,2,..,n}, Ya € D.

Diferentiala a doua
Fie f € C*(D) si a € D. Matricea hessiana a lui f in a este matricea

(simetrica)
% f
H¢(a) = ( ) .
! 02i0%;5 1 <; i<

Diferentiala a doua a functiei f in punctul a este forma pétraticé

D?f(a) : R* = R, D*f(a)(h1,ha, s hn) = 33

i=1j=1

E)xlax] hy-

Polinomul Taylor
Fie D o submultime deschisa din R", fie f : D — R o functie de clasa C™ si
fie a = (a1, a9, ...,a,) € D. Notam

Af(a) =Df(a)(z —a) =Y = (a)(zx — ax).
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Puterea simbolici [Af(a)]*) se defineste ca fiind puterea k a polinomului
Af(a) cu conventiile

()" (o) - (50)” = ot @

Vp1,p2,..pn € {0,1,..., k} astfel incat p; + pa + ...pn = k.
Polinomul Taylor de gradul m asociat functiei f in punctul a este, prin

definitie:

To(f,0)(@) = f(@) + 1 A0(@) + I AF@]®) + o+~ AF(@)]™), Ve € D,

iar restul de ordin m este Ry, (f,a)(z) = f(x) — Trn(f,a)(z).
De exemplu, daca n = 2, (a1, az2) = (a,b), atunci:
0 0
T(£.(@.D) ) = Flab) + (o= ) 5L @ h) + (= D)5 (@b

Xz

To(F.(0,D).9) = £(@.) + (2 = )G 0.8) + (= D @)+

2 9 9
+% <(w - a)Z%(a, b) +2(z —a)(y — b) aiéfy (a,b) + (y — b)2‘;y2(a, b)) .

In general, pentru m € N:

unde

Polinoamele T’ (f, a) si T>(f,a) se numesc aproximarea liniara si, respectiv,
aproximarea patratica a functiei f in jurul punctului a.

Formula lui Taylor

In conditiile de mai sus, fie r > 0 astfel incat B (a,r) € D. Atunci, pentru
orice x € B(a,r), exista & € [a, x] astfel incat

£(&) = Tl f.a) + —[AFEOI™.

In particular, rezulta ca

o Bl @)@

e[z —alm
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Extreme locale
Fie D o submultime deschisa in R® si f : D — R. Un punct a € D se
numegte punct de extrem local pentru functia f daca existd o vecinatate
V C D a punctului a astfel incat f(z) — f(a) < 0,Vx € V (maxim local) sau
f(z) — f(a) > 0,Yx € V (minim local).
Un punct ¢ € D se numeste punct critic al lui f daca f este diferentiabila
inasgiDf(a) =0.
Teorema lui Fermat
Cu notatiile de mai sus, daca a € D este punct de extrem local pentru f si
functia f este diferentiabila in a, atunci a este punct critic al lui f.
Conditii suficiente de extrem local
Fie f € C%(D) si fie a € D un punct critic pentru f. Daci forma patratica
D?f(a) este pozitiv definits (respectiv negativ definitd) atunci a este minim
local (respectiv maxim local) al lui f. Daca matricea hessiand are valori
proprii de semne contrare, atunci ¢ nu este extrem local.

Difeomorfisme
Fie A, B doi deschigi din R™. O aplicatie f : A — B se numesgte difeomor-
fism daca este bijectiva, de clasia C' si cu inversa de clasa O,
Teorema functiei inverse
Daca intr-un punct a € A diferentiala Df(a) este izomorfism liniar (sau,
echivalent, det (Jf(a)) # 0), atunci f este difeomorfism local in jurul lui
a, adica exista V vecinatate a lui a si W vecinatate a lui f(a) astfel incat
restrictia f : V — W sa fie difeomorfism.

Teorema functiilor implicite
Fie A C R" si B C R™ doua multimi deschise.
Notam x = (z1,z2,..,2n) € 4, y = (Y1,Y2, --»ym) € B si (x,y) € A x B.
Fie F: Ax B+~ R™ F(z,y) = (fi(z,y), fa(z,y), .., fm(z,y)) o functie de
clasd CL. Fie (a,b) € A x B astfel incat

D(f17f27 7fm)

F(a,b) =05i
(5) D(y1,Y2, - Ym)

£0.

Atunci exista V' C A vecinatate deschisa a lui a si W C B vecinatate deschisa
a lui b §i o unica functie ¢ : V — W cu proprietatile:

€ CH(V), ¢(a) =bsi F(z,p(x)) =0,Vz € V.
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Extreme cu legaturi
Fie M C RP o submultime nevida si a € M. Fie f o functie definita pe o
vecinatate a lui a. Se spune ca punctul a este punct de extrem pentru f
cu legatura M (sau extrem conditionat) daca a este punct de extrem local
pentru restrictia lui f la M, sau, echivalent, daca existd V o vecinitate a
lui a astfel incat

f(z) < f(a) sau f(z) > f(a), Vx € VN M.

Teorema multiplicatorilor lui Lagrange

Fie D o submultime deschisi din R"*™ si fie f : D — R o functie de clasa
CY(D). Notam D > (z,y) = (21,22, ..., Tn, Y1, Y2, ..., Ym) variabilele din D.
Fie gr : D — R, Vk € {1,2,...,m} functii de clasi C'(D) si fie

M = {(z,y) € D| gr(z,y) =0,¥V1 <k <m}.

Daca (a,b) € M este punct de extrem local pentru f cu legatura M astfel
incat
D(g1,92, - gm)
D(y1,y2; s Ym)
atunci existd A = (A1, Ag, ..., App) € R™ astfel incat (a,b) sa fie punct critic
al functiei

(a,b) #0,

F(ﬂj‘,y,)\) = f($7y) + )\191(1‘73/) + )\292(x7y) + ..+ )\mgm(:ﬂay)’

sau, echivalent, (a,b) este solutie a sistemului de n + 2m ecuatii cu n + 2m

necunoscute:
oF oF
—=0,—=0 =0,Vj 1,2, ... Vk 1,2,... .
a:ﬂj 78yk y 9k , V] E{ 5 4y ,T'L}, 6{ ) &y 7m}

4.2 Derivate partiale gi diferentiala

1. Fie f : R?> = R, f(z,y) = 223y — e, Si se calculeze, cu definitia,
derivatele partiale de ordinul intai ale lui f in punctele (0,0) si (—1,1).
Solutie

Observam ca f este continué in cele doua puncte. Aplicand definitia, obtinem:

of . . f(x,0)— f(0,0) . —e® 41
9 (00) = lim . =g — —=

0.

=0.
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_ _ 3 a2
O (1 1) = tim @D =SELY g 207 —et £24e oo
ox z——1 x+1 z——1 x+1
6y y—1 Yy — 1

2. a. Sa se studieze existenta derivatelor partiale in origine pentru

functia
fz,y,2) =22+ y% + 22

b. Este functia g : R? — R, g(z,y) = /22 + y2 de clasa C!(R?) ?
Solutie
a. Aplicand definitia, se obtine:

z—0 x z—0 T

Limita de mai sus nu exista, deci functia f nu are derivate partiale in origine.
b. Pentru orice (x,y) # (0,0), avem:

dg (2.1) 222 + 9% Og (2.1) Ty

~ $7 = —_— aj‘7 = —
oz Y VaZz+y2 Oy Va4 y?
In origine derivatele partiale exista si sunt nule:

dg _ ozl o 9g _

Verificam daca derivatele partiale sunt continue (in origine):

@y = tm 2V g
m  —(T,y)= im ——=0,
(z.y)—(0,0) Oz (2,9)—(0,0) /22 + 32
deoarece \2/’”%%; <222 +y2;
im @(x y) = lim — Y _y
(@.y)—(0,0) Oy~ (@y)—00) /22 + 2
deoarece \/3%1/2 < V22 +92. Rezulta ca f € CY(R?).

3. Folosind definitia, sa se calculeze derivatele partiale de ordinul al
doilea ale functiilor urmétoare, in punctele indicate:
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a. f:R?— R, f(z,y) = /22 +y2 in (1,0) si (1,1).

b. g: R® =1, g(z,y,2) = e in (0,0,0) si (1,1,1).

Solutie

a. Se calculeaza mai intai derivatele partiale de ordinul intai Intr-un punct
arbitrar (x,y) # (0,0):

L 1) = s Pw1) =
o Ty oy Y T e

Calculam acum derivatele partiale de ordinul al doilea (cu definitia):

w(l,O)—il_)ml x—1 _il—>ml x—1 =0
of _of
&(1 0) = lim o (L)~ 3y (LO) _ lim — 2 =1
oy? " y—0 Yy v=0yy/1 +y?
0 0
"I (1 0)— tim @0 - 5L
oxdy 7 a1 z—1 N
1
-1
02 95 (1,y) — 9L(1,0
L (1,0) = tim 220 — (L0 ViR? T
oyox y—0 Yy y—0 Yy

Analog se calculeaza i in punctul (1,1).
b. Derivatele partiale de ordinul intai intr-un punct arbitrar sunt:
0 0 9]

%(m,y,z) = e¥%, a—z(:c,y,z) = xze¥?, 8—g(az,y,z) = xye?”.
In (0,0,0) toate derivatele partiale de ordinul al doilea sunt nule. In punctul
(1,1,1), avem:

d%g d%g d%g

—(1,1,1) =0 1,1,1)=e=

8:172( ? ) 7ayax< ) ) e 828.%'

celelalte calculandu-se analog.

(1L,1,1),

4. Fie f : R® — R?% f(x,y,2) = (2% — yz,y? — 2%). Si se calculeze,
folosind definitia, derivata dupa directia h = (%, %, %) a functiei f in punctul
(z,y,2) = (1,1,2).

Solutie
Aplicand definitia, obtinem:
df f((17172)+t(%7%7%)) —f(l,l,Q)




4.2. DERIVATE PARTIALE SI DIFERENTIALA 115

(-1-4 _§t2,—3—§t)—(—1,—3):< 4 4>

t—0 t

5. Fie f: R® — R?, f(z,y,2) = (3 — 3,23 + 43 + 2%). Si se calculeze
derivata dupa directia h = %(1, —1,2) a lui f in punctul (1,—1,1).
Solutie
Se aplica definitia (ca in exercitiul precedent).

6. S& se calculeze laplacianul urmaétoarelor functii:

a. f:R?\{(0,0)} = R, f(z,y) = In(2? + y?).
b. g: R3\ {(0,0,0)} = R, g(x,y,2) = In(z? + y? + 22).
c. h:R*\ {(0,0)} = R, h(z,y) = !

Yeara

d. k:R? 0,0,0)} = R, k(z,y,2) = —nm—n——.
Solutie
Laplacianul unei functii f de n variabile, este, prin definitie:
*f  0*f 0% f
Af=—S+—S5+..+—.
/ Ox? + Ox3 ot ox?

O functie al carei laplacian este nul se numegte functie armonica.
a. Calculam derivatele partiale:

ﬁ(x )= 2z
ar Y T g2y
ai(x ) = 2y
ay 7y - xz + y2
0% f 212 — 222
5 (@Y = —5
oz (22 4+ y?)
0% f 222 — 292
S 7(TY) = 5
dy (% +y?)
si deci Af = 0.
b. Derivatele partiale:
0g (z ) 2z
et )= —
gz Y 2 4+ y? + 22
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@(x 2) = 2y% + 222 — 222
a2 Y E) = (22 4+ y2 + 22)2’
. . 2
§1 deCl Ag == m
c. Derivatele partiale:
oh -
ai (x7 y) = 3 )
(% +y?)
82h( ) 222 — 42
0.2 z,Y) = )
O (22 +y?)°
1
si deci Ah = .
(22 +92)°
d. Derivatele partiale:
ok —x
7(:1:7 Y, Z) = )
Oz V(@2 +y2 + 22)°
32k( ) 222 —y? — 22
9.2 z,Y,z)= )
Oz \/(x2 + 2+ 22)°
si deci Ak = 0.

7. Sa se calculeze laplacianul functiilor:
a. f(z,y) = (e +9°) "
b. g(z,y,2) = (2 +y* + 2°)7".

Solutie

*f 622 — 2> ) ) o
& gz (9) = Ga e doci AF = 46" +47)

Py 622 — 2(y* + 2*) - 2,2 22
b. W($7y7 ): (.’1}'2+y2+2’2)3 ,deCl Ag:2($ +y + 2z ) .

8. Fie funcl;ia f(iﬂ,y) — { /12 4y2 daca (-T7y) # (0,0)
0 daca (z,y)=(0,0)
Sa se demonstreze ca f este continua, are derivate partiale de ordinul intai
in orice punct si nu este diferentiabila in origine.
Solutie

Din inegalitatea: |f(z,y)| < |z| rezultd  lim  f(z,y) = 0, deci functia
(z,y)—(0,0)



4.2. DERIVATE PARTIALE SI DIFERENTIALA 117

este continuad. Este evident ca in orice punct (x,y) # (0,0) functia are
derivate partiale de ordinul intéi; studiind existenta lor in origine (cu definitia),

mem: 2L0.0)= % 0.0) =
obtinem: o (0,0) = Dy (0,0) = 0.

Demonstram acum ca f nu este diferentiabila in origine; daca ar fi, atunci
diferentiala sa ar fi aplicatia identic nula deoarece:

df (0,0)(z,y) = gi(0,0)x + g‘;(o, 0)y = 0.

Din definitia diferentiabilitatii ar trebui ca:

. f(x,y) — f(0,0) —df(0,0)(x,y) .. ry
lim = lim 3 5 =0,
(2,y)—(0,0) VaZ+y? (my)—(0,) T2+ y

contradictie cu faptul ca aceasta limita nu exista. (se pot folosi coordonatele
polare).

9. Sa se studieze continuitatea si existenta derivatelor partiale in origine
pentru functiile:

2’y y
a. f(z,y) = { Va2 +y? daca (z,y) # (0,0)
0 daca (x7y) — (0’ 0)
z?—y? o
b. g(xjy) - { \/m daca (x’y) 7& (0’0) |
0 daca (JU,y) — (0’0)
Solutie 3
a. lim f(z,y)= lim x° —y

(2,5)—(0,0) Y (z,)—(0,0) \/22 + 12 N

2 3.,
= lim plp”cos” ¢ —sinp) = —sin g,
p—0 p

deci functia nu este continua in origine.
Studiem acum existenta derivatelor partiale:

_ 3
z—0 x =0 T |x|
y—0 Y v=0y |y

deci f nu este derivabila partial in raport cu y in origine.

b. Din inegalitatea: |f(x,y)| < \/2? 4+ y2, rezulta ca functia g este continud
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in origine.
Studiem acum existenta derivatelor partiale:

o 2

x—0 €T x—0 ‘LL’|
i 90:%) —9(0,0) _ .~y
y—0 Yy y—=0 |y

Ultima limita nu exista, deci g nu este derivabila partial in raport cu y in
origine.

10. Sa se demonstreze ca urmatoarele functii sunt diferentiabile in orig-

ine dar nu sunt de clasa C:
a. f(z.y) = (2% +y?) sin@ dacz:m (x,y) # (0,0)
0 daca (z,y) = (0,0)

17y2

b. g(:B,y) = { \/W dac? (w,y) 7& (070)
0 daca (z,y) = (0,0)

_ay?z
c. h(z,y,2) =4 Verty'+s?
0 daca (wz,y,z)=(0,0,0)
Solutie
a. Calculand derivatele partiale de ordinul intai, se obtine:
of (2,y) = { 2z sin mzin - wfjfyg cos wgiyz dacd (z,y) # (0,0)

oz 0 daca (z,v)

g(x y) = 2y sin mziyz - $22fr’y2 coS zziyg dacd (x,y) # (0,0)
o 0 daca (z,y) =

Derivatele partiale sunt continue in orice punct (x,y) # (0,0), dar in orig-

ine nu sunt continue deoarece  lim 5o (z,y) nu exista (se pot folosi
(@.y)=(0,0) 7

coordonatele polare). Am demonstrat deci ca f nu este de clasi C! pe R
Studiem diferentiabilitatea in origine (in rest, derivatele partiale fiind con-
tinue, functia este diferentiabila):

lim f(xvy) _f(ovo)_dfa)vo)(‘rvy)
(z,)—(0,0) Va?+y?

1
_ : [ 2 2. _
= hmop) x4 4+ y=sin 2 0,

(z,y)=(
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deci f este diferentiabila in origine.
b. In puncte (x,y) # (0,0) derivatele partiale sunt:

09 4. y) = y°
N N R
0g 2xy°

dy (22 + y*) /2?2 +
Evident, (cu definitia), in origine derivatele partiale sunt nule.
9g.

Derivatele partiale nu sunt continue in origine; demonstram pentru #:

lim gg(az, 0) =0,

z—0 Ox

. 0g, o _
oY =g
deci lim @ nu exista.

(z,9)—(0,0) Oz

Demonstram ca g este diferentiabila in origine:

g(z,y) —g(0,0) zy? _
lim = lim =0,
(zy)—=(00) x4 y? (2.9)—(0,0) /22 + y*/22 + 12
deoarece:

x <1 s
—_— 1
N R

2

lim vy __o.

(@9)—(0,0) /22 + 42

c. Lasam ca exercitiu faptul ci h nu este de clasi C'; demonstram ca h este
diferentiabild in origine. Derivatele partiale in origine sunt toate nule (se
aplica definitia); diferentiabilitatea:

f(:c,y,z) — f(07070)

lim =

(2,2)=(000) /a2y + 22
2
= lim Ty =
(@9.:2)=(000) /22 + y1 + 22 /22 + 2 + 22

deoarece:

‘ Tz <1

Vaz+yt + 22
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y2

lim S —
(@2 00.0) /57 + y7 + 22

11. S& se demonstreze ca urmatoarele functii nu sunt continue in orig-
ine, totusi au derivate partiale in acest punct.
Iy2 4
a. fla,y) = pr vy daci% (z,y) # (0,0)
0 daca (z,y) = (0,0)
(2+2)
b. g(z,y) =< € vt e?) daca ay #0
0 daca zy=0
Solutie
a. Pentru a demonstra ca functia nu este continua in origine, se pot con-
sidera. sirurile: (,9) = (2, 1) = (0,0) si («h,9) = (L, 1) — (0,0)
atunci: ]
lim f(zp,yn) =

n—co 97
Jim f (a7, y,) = 0.
Derivatele partiale:

of of
0’ 0) =+~ 07 0) =0.
or (0,0) Ay (0,0)
b. Pentru a demonstra ca functia nu este continua in origine, calculam:
— 12 (mz)2
lim g(z, ma) = lim e (“W - ) = o (Gztm?)
=0 z—0

deci limita nu exista (depinde de m).
Derivatele partiale in origine sunt ambele nule (rezulta direct din definitia
functiei).

2 2
12. Fie functia f(z,y) = mysinﬁ daca (z,y) # (0,0)
0 daca (z,y) =
a. Si se arate ci f este de clasa C! pe R?.
b. Sa se arate f are derivate partiale mixte de ordinul al doilea in orice
*f . 0
0x0y * dyox

punct si sa se calculeze in origine; este functia f de clasi C?

pe R? ?
Solutie
a. Derivatele partiale de ordinul intai sunt:

in Ty z2y3 z2—y? o
O ()= vsinimme + Py 08 ooy dacd (z,y) # (0,0)
ou 0 daca (z,y) =
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. a2y _ 4y243 22 —y? .
of (z,y) = { TSM o3 m — @2y?) €08 p23y2 dacd (z,y) f (0,0)

Jdy 0 daca (z,y)

of . . : y
Se demonstreaza ca e si a—f sunt continue, deci f este de clasa C! pe R?.
x

b. Evident, functia are derivate partiale de ordinul al doilea in orice punct
(z,y) # (0,0); studiem existenta derivatelor mixte in origine (cu definitia):

2 inl 2
O 10,0y = tim 2L _gin1, 2 0,0) = 1im

ysin(—1)
0x0y =0 T 0yozx y—0 Yy

= —sin].

Functia nu este de clasi C? pe R?; daca ar fi fost, atunci, conform teoremei
de simetrie a lui Schwartz, cele doua derivate mixte de ordinul al doilea ar
fi trebuit sa fie egale.

_zy® y
13. Fie functia: f(z,y) = 2 +y2 daczj (z,y) # (0,0)
0 daca (z,y)=(0,0)

a. Sa se arate ca f este de clasi C! pe R?.

b. Sa se arate f are derivate partiale mixte de ordinul al doilea in orice
. 0% f
si

0xdy ~ Oyox

punct si sa se calculeze in origine; este functia f de clasa C?

pe R? ?
Solutie
Derivatele partiale de ordinul intai sunt:

5_ 22,3 .
af(l‘,y) — { (ya;2+7y2y)2 daca (xay) 75 (070)

oz 0 dacid (z,y)=(0,0)
(E?’ 2 T 4 o
87f<$ y) — Miz_?)g daca <$,y) 7é (070)
oz’ 0 dacd (z,y)=(0,0)
Derivatele partiale de ordinul al doilea in origine:
of
O . gy(@,0)
dxdy (0,0) = il—% r 0
O f 3 0.9)
(‘?y&v(o’o) N zl;lg%) y L,

deci functia nu este de clasa C%(R?).

14. Sa se studieze existenta derivatelor partiale si a diferentialei in orig-

22

WV dacik (3,y) # (0,0)

ine pentru functia: f(z,y) = { 0 dack (z.y) = (0.0)
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Solutie
Functia are derivate partiale in orice punct, dar nu este diferentiabila in
origine.

15. Fie f : R® — R ; f(n,y,2) = 22+ yz — 2y si a = (1,1,2). Sa se
determine versorul s stiind ca d—(a) este maxim.
s

Solutie

df —
%(a) =S gradaf :H S H ' H gradaf H - COS (Svgradaf) =

—| grad, f || - cos (s, grad, f).

Deci maximul se obtine atunci cand s are aceeasi directie si acelasi sens cu
1
grad, f. Rezulta: grad,f = (1,1,1) = s = —(1,1,1).

V3
16. Fie f : R® = R ; f(x,y,2) = zy® — 2xyz si a = (2,1,1). Si se
d
determine versorul s stiind ca d—(a) este minim.
s
Solutie
Repetand rationamentul din exercitiul anterior, rezulta ca minimul se obtine

atunci cand s are aceeagi directie si sens opus cu grad,, f.
1
Rezulta: grad,f = (—1,0,—4) = s = —(1,0,4).

V17

17. Sa se calculeze jacobienii transformarilor in coordonate polare, cilin-
drice si sferice.
Solutie
Transformarea in coordonate polare este:

(z,y) = (pcosp, psiny), (p,¢) € (0,00) x (0,2m).

Jacobianul intr-un punct arbitrar (p, ) este:

D o
(#.9) _ qop [ 0S¥ —psing | _ p
D(p, ) sing pcose

Transformarea in coordonate cilindrice este

(z,y,2) = (pcosp, psinp, ), (p, p,2) € (0,00) x (0,27) x R.
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Jacobianul intr-un punct arbitrar este:

cosp —psing 0

————~ =det | sinp pcosp 0 | =p.
D(p, ¢,2) 0o o0 1

Transformarea In coordonate sferice este

(x,y,2) = (psinf cos ¢, psinfsin @, pcos ), (p,0, ) € (0,00)x(0,7)x(0,27).

Jacobianul intr-un punct arbitrar este:

sinfcosyp pcosfcosy —psinfsing
) o : . .
=det | sinfsiny pcosfsiny psinfcosp = p“siné.
cost —psinf 0

18. Fie functia f : R? — R, f(x,y) = e* Y. S se scrie polinomul Taylor
de gradul n asociat functiei f in punctele (0,0) si (1, —1).
Solutie
Fie m,k € N, k <m < n. Se calculeaza

o f

__ LT+
amkaym_k (.’L’7y) =e€ 4
si deci
omf amf
——(0,0)=1, ————(1,—1) = 1.
axkaym_k( 9 ) 9 axkaym_k( I )
Rezulta

To(f,(0,0))(z,y) =1+ % (r+y)+ %(w +9)% + ..+ %(ZC +y)".

T, (1, D)) = 14 35((x — 1)+ (y + )+

+%((:v —1? 42 -Dy+ D+ w+1)7) +.. + % (=D ++1))" =

19. Sa se calculeze aproximarea liniara in jurul originii a functiei

r+1

N A TR
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Solutie
Se calculeaza

of
Ox

1 of

5.(0,0,0) =7, B

97 0,0,0y = 7 ;

0,0,0
2L0,0.0) =
Aproximarea ceruta este polinomul Taylor de gradul intai:

Ti(£,(0,0,0))(z,y,2) =1+ 1

2(x—y—z).

20. Sa se calculeze aproximativ /1,01+/0, 97 , folosind polinomul Taylor
de gradul 2 asociat functiei f(x,y) = /z &y in punctul (1,1).
Solutie
Se calculeaza

af _ 1 of 1 82f 1

vl L aZf(l,l) _ 2

900y VD =5 52 9

Aproximarea de ordinul 2 a functiei f in jurul punctului (1,1) este

of of
(L, 1)h+8—(1 1)k:) +

FO+h1+k) ~ f(1, 1)+1,(

+5; <a2f(1 1)h* +2 't (1, 1)hk+ﬁ(1 1)k>

Oz? 0x0y 0y?

In particular pentru h = 0,1 si k = —0,3, obtinem valoarea aproximativa
ceruta.

21. Sa se determine aproximarea liniars a functiei f(z,y) = z2e* % in
jurul punctului (1, —1).
Solutie
Se calculeaza polinomul Taylor de gradul intai.

22. Sa se calculeze aproximativ e~%2Y/T,02.
Solutie
Se poate folosi polinomul Taylor de gradul al doilea asociat functiei

flw,y) = e 3.
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23. Sa se determine polinomul Taylor de gradul n al functiei
f(z,y) = e***¥ in origine.

Solutie
Derivatele partiale de ordinul k£ sunt:
ok f N
W(ﬂf Jy) =287 v 5 € {0,1, ..., k}.
Rezulta:
j_ O LA
k'z k Qak—ioyi 50,002y = =50 G2t Aty

deci polinomul Taylor de gradul n in origine este:

W k o
T(f,(0,0))(z,y) = ZEZC;?"“ Igh=dyd
k=0 """ j=0

24. Sa se determine polinomul Taylor de gradul n al functiei
f(z,y,z) = e"T¥"* in origine.

Solutie
Analog cu exercitiul anterior:
omf S
g ok DY 7) = e"VTE Y m =i+ j+ k.
Rezulta: .
1
Ta(£,(0,0,0)) (2,9, 2) = 3 4@ +y+2)"
k=0 "

25. Sa se calculeze diferentialele functiilor:
a. f: R\ {(z,y) | = =0}, f(z,y) = arctg.
b. g: R\ {(z,y) | y = 0}, g(z,y) = —arctg?.
Solutie
Intr-un punct (z,y) € R2\{(z,y) | zy # 0}, din domeniul comun al functiilor
f si g diferentialele sunt egale:

df (x,y) = dg(x,y) = ———>

R .2 dr +

x
——=dy.
x2 + 12 Y



126 CAPITOLUL 4. FUNCTII DIFERENTIABILE

4.3 Diferentiala functiei compuse

26. Fie f € C?(R?) si fie g : R2 — R, g(x,y) = f(z? + 9%, 2% —y?). Si se
calculeze derivatele partiale de ordinul Intai si al doilea ale functiei g.

Solutie

Fie u = 22 4+ y? si v = 22 — y?; derivatele partiale ale functiilor u si v sunt:
T 9, 2 =9 Y~ 2z, &V = _2y. Regulta:

9 x, ay Y 9s x, 3y y. Rezulta

@ 8f8u 8f8v_2 <8f+8f>
Oxr Oudx Ovox 0 ov

dg _ofou_ ofov_, <8f_6f>
dy  Oudy  Ovdy '

ou Ov
Derivatele partiale de ordinul al doilea:

Py 0 (00)_ D (o, (% 01))
022 Oz \Odx) Ox Ou  Ov

of oOf fou  O*f Ov 0%f ou  O%*f Ov B
2(a+a>+2x<amm+avauax+auavax+wax -

of  of 2 (OF 5 Of L OF

<8u+ 81}) i (a 2 25u0 t 07 )

e (®)- 8 (24 )-

0xdy  Oyox c'?y ox) Oy “\ou ™ o0

82f8u O*f ov  O*f Ou  O*f Ov 0*f  O*f
50—+ — o | =day | o5 — a5 |-

ou?dy Ovdudy Oudvdy v’ Jy

ou?  Ov?
Py 0 (00)_ 0 (o, (0 01Y)
oy2 Oy \Oy) Oy Now o))~

:2<6f 0f>+2y<82f8u+82f v O2f du 82f(%>:

ou2dy ' Ovdudy Oudvdy w2 dy
of of
(au - 8@) 4

27. Fie r = /22 + 92 + 22 5i fie f € C'(R). Sa se calculeze laplacianul
functiilor g(x,y,2) = f (%) si h(z,y,2) = f(r).

du Ov

2 (O2F _, Of L OF
Ou? Oudv  Ov? |’
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Solutie

Calculam mali Intai:

0 (1) -z 0 (r) x

()= Z (=2

Ox \r 3’ Oz r
Derivatele partiale ale functiei g:

o f()(‘2)7§§=f”@)(—;)51wc)(wi;ﬁ>

Rezultd Ag = %4 1 (%) Derivatele partiale ale functiei h:

8h 9%h r? — g2
G R Ly L

deci Ah = f"(r) + %f’(r).

28. Daca f € C2(R?) si u(z,y) = f(2? +y% 2% — y?, 22y) s se calculeze
derivatele partiale de ordinul al doilea ale functiei w.
Solutie
Fie p = 2?4+ 92, q = 2® — y? si r = 22v.

ou 9Ofodp 0Of0q Of or of of of

oz 6p8x+8q8a:+8r8x 287+287+25
ou 9Ofdp 0Ofoq Of or of of of
- — oy 2l 9y 9 9,2
3y opoy " oqoy Toray Yo Yag  “or
2 2 2 2
Pu_of |, (Pfop  Pfoq ofor\ of
Ox? Op Op?2 0x  Opdqdx  Opdr Ox q

0%f op  O%f Oq

2 2 2 2
o (LS00 Ly, (O 00 O 00, 07T O
0qOr Ox OrOp dx  Ordqdx  Or? Ox

*f  0*f *f | *f 2Of  Of  Of
=4 (8}9+8q+ e apor T Bair +4y W+26—+28—q
82f 52f 2, oy 0%
8x6y A +y >8p8r+
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OF 490t

0qor or
2 2 2 2 2 2
Pu_ o (0 PF P\ (PO
Oy? op%  0q¢? Opdq Opdr  dqor

0% f of of
4z Or? Zap Qaq'

+4(2* — %)

29. Fie a € R si fie g si h doud functii de clasa C? pe R. Si se demon-
streze ca f(z,y) = g(x — ay) + h(x + ay) verifica ecuatia coardei vibrante:
2r L
oy? 0x? )

Solutie Calcul direct.

30. Si se afle f € C%(R) stiind ca functia u(z,y) = f(x? — y?) este
armonici pe R2.

Solutie
0? 0?
O functie este armonica daca satisface relatia gu, g _y.
0x?  Oy?
u 2 oy, OQu 2,2 2pm( 2 2
%:%f'(x -y ; @:%N(x —y7) + 42" (2" — 7).
du 10,2 2 &u 10,2 2 2y, 2 2
oy = @) 5 s = 2@ -y )+ S Ca'
2 2
Inlocuind in g;; + gyl; =0, rezulta 4(z* + y?)f"(2* — y*) = 0; in final se

obtine f(t) = at + b, cu a,b € R arbitrar fixate.

31. S se afle f € C*(R) stiind cd functia v(z,y) = f(¥) este armonica.
Solutie

oy L,y v 29,y YL,y
%——ﬁf(z)vw—ﬁf(;)—i-gf(;)
o1, P01

Inlocuind in ecuatia data, rezulta:

2., .2
T Yo Y 2y .Y
LIV &y ey <o

T/ (x) x3 (x)
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Notand ¢ = £ se obtine (dupa calcule):

@) =2
ffity  e2+1

si deci
f(t) =a-arctg(t) +b

cu a,b € R arbitrar fixate.

32. Sa se demonstreze ca laplacianul in coordonate polare este:

0%f 10%°f 10f
Af=—5+ 55+ -———.
/ o2 " 2ogr T pop
Solutie

Fie f € C?(R?),x = pcosy, y = psing.

8—x—cos %——sin @—sin @— Cos

Oy

(—psingp) + g‘;,ocos ©.

of _0for 0joy _of  Of
dp dxdp Oydp Ox e

of 8f8x+8f dy i
Ao  dxdp  Odydp Oz

sin

Rezolvand sistemul, (in necunoscutele §1 ﬁ) rezulta:

% of df sinp 0Of Of +%coscp
or —0p Y 0 p Oy 8p(p3<pp'
>*f (6f> <8f) sinp 0 (8f>
o2~ Oz \Ox S06/) Ox p Op \Ox
92 2 2
o°f 0%f sinpcosgp  9*fsin?p  Ofsin?g
_9 il
82008@ dde p g 2 op p
Of sinpcos
D it sl
i
0*f  9*f ., O?f sinpcosp  0%fcos?p  Of cos® p
—5 = —5sin“p 42 + - —
dy*  9p? Ipdp  p dp?  p? dp p

8f sin ¢ cos v
&p p?

129
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In concluzie:

2f 10% 10f

A S -
f= 0p> ' p202 ' pOp

d2
33. Fie ecuatia diferentials 2> d— +x dfy + 2y = 0. Ce devine ecuatia
dacd se face schimbarea de variabile (x,y) — (t,y), unde z = e’ ?
Solutie e
Calculam % si ? in functie de ¢ s fltg Din x = €, rezultd t = Inx si
deci j; = % = e~ !; rezulta:

de  dtdr dt ’

dy _d (dy —t) _d (dye—t> dt _ o (dy dy
de?  dx \ dt dt \ dt dz a2 dt )’
d2
Ecuatia devine: ﬁg + 2y = 0.

dy_@dt dy -

< < . ¥ .
34. Sa se demonstreze ca functia z(z,y) = zy + xe= verifica ecuatia

Solutie
Se calculeaza derivatele partiale de ordinul intai ale lui z

2//

1
35. Ce devine ecuatia z°y" + 22/ —i— —y = 0 daca se face schimbarea

1
de variabile (x,y) — (t,y), unde t = —.
x
Solutie
Se calculeaza
dy dy dt _i@ _thy otc
de  dtdz  22dt at’
2 822 2 822 . . . . .
36. Ce devine ecuatia x 922 -y 873/2 = 0 prin schimbarea de variabile
(x,y) — (u,v), unde u = xy, v = L
Solutie

Se calculeaza:

0: _0:0u 0z00_ 0: 102
dr Oudxr Ovdr y@u y Ov’
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37. Sa se determine functiile z = z(x, y) care verifica ecuatia

z o +y Oiy =z,
folosind schimbarea de variabile:
1 1 1
(,y,2) = (u,v,w), unde, u =x, v =—— —, W= — — —.
Yy z x

Solutie

O metoda consta in a calcula mai intai x,y si z in functie de u, v si w; se

obtine:
U U

:uv+1’z_uw+1'

T=1u,y
Se calculeaza acum derivatele partiale ale lui u gi v in raport cu x si y:

B oo 1 1o 1 qwrry
oxr oy or 22 w2 oy  yr u '

32_8(U>_5<U)3u+3(u)3v_
or Ox\uw+1) Ou\uw+1)90x w\uw+1)dx
1— 20w _ Ow
— ou 81}_

0w YD Yo 0 o
oy Oy \uww+1) Ou\uw+1) 0y w\uw+1/)0y
_(uv—l—l>28w
S \ww+1/) ov’

Inlocuind in ecuatia initiala, se obtine: g—fj = 0. Rezulta deci ca w este o
functie constanta in raport cu variabila u, deci w = f(v), unde f este o

functie arbitrars de clasi C' pe R. Rezulta

deci

O alta metoda consta In a calcula:
ow 1 0z 1 ow 1 0z

r Pox oy 2oy
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si deci
0z 0w 22 0z 20w

or - “or Ty Fay

Se calculeaza apoi

ow_owon_owon
or  Oudxr Ov oz’

etc.

38. Fie f € C(R) si n € N. Si se demonstreze ci functia

) =anr (%)

verifica ecuatia:

x%—FQ %—nz
Ox y@y_ ’

2 —naUf (%) —2a b (%), &= a2 ().
39. O functie f: D — R se numeste omogena de grad r pe D daca
ft(z1, o, ...ixy)) =t f(x1, 22, ..., xy), YVt € R*Y(21, 29, ...,25) € D.

Sa se arate ca orice functie omogeni de grad r pe R? satisface relatiile:

of  of  of _
a xax+y8y+z8z =l
0 0 2\ 2
b. (xax—l—yay—l-zaz) f=r(r—1)f.
Solutie

a. Derivand in raport cu t relatia

f(tz, ty, tz) =" f(z,y, 2),
rezulta:

87f 87]0 g _ r—1
max (tx,ty,tz) + y@y (tz, ty, tz) + Z@z (tx,ty, tz) =rt" " f(z,y,2) (%)

In particular pentru ¢t = 1, se obtine relatia de la punctul a.
b. Se deriveaza in continuare relatia (x) in raport cu ¢.

40. Operatori diferentiali
Fie V = Pi+ Qj + Rk un camp de vectori de clasi C? pe un deschis U C R?
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si f € C}3U) (camp scalar).

133

Operatorii diferentiali de ordinul intai sunt

gradientul, divergenta si rotorul, definiti pentru orice a € U astfel:

(gradf)(a) = (V) = 5 (@) + 5 (@7 + 5L @
(@) (@) = (V7)a) = 5 a) + 52 (a) + 5 (@),
(rotV)(a) = (V x V)(a) =
OR oQ - oP OR - oQ oP —
~ (G @-Go@)i+ (Fr@-5@)i+ (5o -5 @)F

In cele ce urmeazd vom nota cu 7 = (z,y,2) vectorul de pozitie si cu

r = \/22 4+ y% + 22 norma sa. Evident, T este un camp vectorial, iar r

este un camp scalar.

Pentru orice cAmpuri vectoriale V si W si orice cAmpuri scalare f si g de

clasia C2, au loc relatiile:

a. grad(fg) = fgradg + ggradf.

b. div(fV) = fdivV + Vgradf.

c. div(V x W) = WrotV — VrotW.

d. rot(fV) = frotV —V x gradf.

e. grad(V W) =W x rotV + VrotW + — v W

HE av " av

av

unde, Fild este derivata dupa directia W a lui V.
— av. dw

f. rot(V x W) = VdiviWW — WdivV + — — .

AW dV

d
g. d—]: = agradf, grad(a 7¥) = @, pentru orice vector constant a@.
a

h. gradr® = ar® 27, Ya € R.
i. rot(gradf) = 0.
j. div(rotV) = 0.

k. div(gradf) = Af =

Solutie
Calcul direct.

0z2

2f P P
oy? 022

41. Sa& se calculeze divergenta campului vectorial

V=r+

‘M
13

T,
T
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unde k este versorul axei Oz, k = (0,0, 1).
Solutie

— kT kT kT
divV = div <r+ Zr) =3+ (Z) divF + 7grad <:> —
T T T

kT 1 — —
— “ 47 Sgrad(k7) + (k7)gradr ) =
3+3r4 +r(r4gra( T) + (kT7)gradr )

k7 k kT
— 343 +r<4 4l r)r> —3
T T

76

— 1 —
42. Sa se calculeze rotorul campului vectorial V = —(k x 7).
r
Solutie
— 1 1 — — 1
rotV = rot ( (k; X F) > = —rot(k xT) — (k xT)grad— =
r

r T

= o dk dr - T 2k
(k‘dlvr—rdlvk‘%—dr— dk) +(k xT) =

S
\303‘\3‘

43. Sa se verifice ca urmatoarele transformari sunt difeomorfisme si sa
se calculeze jacobianul transformarii inverse:
a. F:(0,00) x (0,2m) = R*\ {(0,0)}, F(p, ) = (pcos, psin ).

b. G+ R\{(0,0)} = R\ (0.0} Geo) = (30 73 ).
Solutie

D(x,y)
D(p,¢)

a. Fie z = pcosy,y = psinyp; atunci = p # 0, iar iacobianul

transformarii inverse este

D(p,¢) _ (D(:v,y)>1 1

D(z,y)  \D(p,¢) p
. X Y .
b. Fie u = m,v =3 el Atunci
D(u,v 1 D(z,
( )__ . ( y): (2% + y2)2.
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44. Fie aplicatia
F:{(z,y) € R*|x >0,y >0} = {(x,y) € R*|y > 0}, F(x,y) = (zy,3y).

Sa se demonstreze cd F' este un difeomorfism.

Solutie

Se demonstreazi ca F este bijectiva. Evident, F este de clasi C'. Iacobianul

intr-un punct arbitrar este 3y # 0, deci F' este difeomorfism. Se poate cal-
3x Y

cula si transformarea inversa: F~!(z,y) = (?, 5).

45. Sa se demonstreze ca aplicatia

£51(0.50) % (0.50) 1+ {(2,9) € ¥ 2 > 0}, flaw) = (0.5 (52— 27))
este un difeomorfism si sa se calculeze inversa.
Solutie
Faptul ca f este difeomorfism local rezulta din faptul ca iacobianul este
nenul in orice punct: det (J¢(z,y)) = 2% + y* # 0.
Se arata ca f este o bijectie si

X
f Nz y) = 22 +y? —y, :
Vai+yt—y

4.4 Extreme locale

46. Sa se calculeze extremele locale ale functiilor:
a. f:R?— R, f(z,y) =23+ 1> — 6ay.
b. g: R? = R, g(x,y) = 23 + 8y> — 2zy.
c. h:R?>— R, h(x,y) = x2ye?*+3y,
Solutie

a. Punctele critice ale functiei f sunt solutiile sistemului:

{

Rezulta doua puncte critice: (0,0) si (2,2). Pentru a decide daca acestea

=0 .. | 322 -6y 0
_ 0 adica {33/2—6:10 — 0

QJ‘Q;Q:‘Q?
SR
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sunt puncte de extrem, se calculeaza matricea hessiana (mai intai intr-un
punct arbitrar):

02f 0%
922 Oz 6x —6
Hy(z,y) = ( 027 oif ) - ( —6 6y )

0yox o0y?

In punctele critice se obtine:

H(0,0) = < _2 _06 ) g Hf(2,2) = ( _12 126 >

Valorile proprii ale matricei Hz(0,0) sunt de semne contrare, deci (0,0) nu
este punct de extrem, iar valorile proprii ale matricei Hf(2,2) sunt ambele
strict pozitive, deci (2,2) este punct de minim local.

b. Punctele critice sunt (0,0) i (3, %). Primul nu este punct de extrem, iar
al doilea este punct de minim local.

c. Multimea punctelor critice este: {(0,y)|y € R} U{(—1,—3)}. Punctul
(-1, —%) este punct de minim (matricea hessiana are valorile proprii pozi-
tive). In punctele (0,y), criteriul cu matricea hessiani nu decide (exists o

valoare proprie nula). Se evalueaza semnul diferentei

f(l', y) - f<07 y) = x2y62x+3y'

Pentru puncte situate deasupra axei Oz (adicd y > 0), exista un disc (de
raza suficient de mica, de exemplu §), pe care diferenta f(z,y) — f(0,y) este
pozitiva, deci aceste puncte sunt minime locale. Analog, punctele situate
sub axa Oz sunt maxime locale. Pentru y = 0 (deci in origine), diferenta
f(z,y) — f(0,0) nu pastreaza semn constant pe nici o vecinatate a lui (0, 0),
deci originea nu este punct de extrem.

47. Sa se determine extremele locale ale functiilor:
a. f(xvyaz) :$2+y2+22 +2.’E+6y-62, (.I',y,Z) € RB'
b. g(z,y,2) =2 +y? + 22 —wy +x — 22, (v,y,2) € R,

1 =
C. h(m,y,z)z;—i—g—i—g—i—z,x#O,y#O,z;«éO

Solutie

a. Functia f are un singur punct critic, (—1,—3,3). Matricea hessiana
are toate valorile proprii strict pozitive, deci punctul (—1,—3,3) este minim
local.

b. Functia g are punctul critic (—%, —%, 1) care este minim local deoarece
valorile proprii ale hessianei sunt stict pozitive.
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c. Punctele critice sunt (1,1,1) si (—1,1,—1). Matricea hessiana intr-un
punct arbitrar este

2 1
Rl 0
_ 1 2z 1
Hy(z,y,2) = BT A
0o —L 2
2 3

™

Punctul (1,1, 1) este minim local, iar (—1,1 — 1) este maxim local.

48. Sa se determine punctele de extrem local ale functiilor
f:R*— R, f(z,y)=aysig: R*— R, g(x,y,2) = zyz.
Solutie
Singurul punct critic al functiei f este (0,0) care nu este punct de extrem
deoarece diferenta f(z,y) — f(0,0) nu pastreaza semn constant pe nici o
vecinatate a originii. Punctele critice ale functiei g sunt

(x,0,0),(0,v,0), (0,0, 2), Vr,y,z € R.
Functia nu are puncte de extrem.
49. Si se determine extremele locale ale functiilor:

a. f:(0,2m) x (0,27) — R, f(x,y) = sinxsinysin(z + y).
b. g:(0,7)% — R,g(x,y,2) = sinzx + siny + sin z — sin(z +y + 2).

Solutie

a. Punctele critice sunt solutiile sistemului:
% = coszsinysin(z +y) +sinzsiny cos(z + y) = sinysin(2x +y) =0
a—; = sinzcosysin(z + y) + sinzsiny cos(z + y) = sinzsin(x 4+ 2y) =0

Rezulta punctele critice: (z1,41) = (7, 7) si (22,92) = (5, §)-
Derivatele partiale de ordinul al doilea:

82
a—x]; = 2sinycos(2z + y),
0’ f
—5 = 2sinx cos(z + 2y),
0y?

82

axgy = sin(2x + 2y).

Punctul (x2,y2) este maxim local:
2

rt —s° =
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OPf (m w\ O*f (m w 0% f 7T7T29
=52 (53) a2 (55) ~ (aay (5:5)) =10 r=-v8<0

In punctul (z1,y1) = (7, 7), derivatele partiale de ordinul al doilea sunt nule,
deci trebuie evaluat semnul diferentei f(x,y)— f(m, 7) = sinzsinysin(x+y)
in jurul punctului (7, 7). Se poate face acest lucru fie folosind formula lui
Taylor de ordinul 3, fie direct, observand ca pentru x < 7, y < 7 diferenta
este negativa, iar pentru puncte x > m,y > w diferenta este pozitiva.
Rezulta ca (x1,y1) nu este extrem local.

In particular, rezulta inegalitatea

V3

3
sinz sinysin(z + y) < (2> NV, y € (0,7)

b. Se calculeaza punctele critice ale functiei g:

a—g = cosz—cos(r+y+2z2)=0
8791 = cosy—cos(x+y+z2)=0
% = cosz—cos(z+y+2)=0

deci
cosz = cosy = cos z = cos(x + y + 2).

Deoarece functia cos este injectiva pe (0,7), rezulta z = y = z. Se obtine

cosz = cos 3z, adica 2sinzsin2r = 0, cu singura solutie z = 5. Rezulta

punctul critic (z,y,z) = (%, T g) Derivatele partiale de ordinul al doilea
sunt:
0? 0?
87302 = —sinx+sin(w+y+z),8—yg = —siny + sin(z + y + 2),
02
8—; = —sinz +sin(x + y + 2),
0%g 0%g 0%g _
= = — S "‘ .
oxdy  Oydz  Ox0z in(z +y+2)
-2 -1 -1
In punctul critic matricea hessiana este | —1 —2 —1 |. Polinomul car-
-1 -1 -2
acteristic P(\) = A3 4+ 6A2 + 9\ + 4 are toate radicinile strict negative, deci
(5,5, %) este punct de maxim. Se observa ca este un maxim global.
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50. Sa se determine punctele de extrem local ale functiilor:
a. f(z,y) = 3zy? — 23 — 152 — 362 + 9, (z,y) € R?.
b. f(z,y) = y* — 8y + 18y? — 8y + 23 — 32% — 3z, (v,y) € R%
c. flx,y) = day — 2* — y*, V(z,y) € R%
Solutie
a. Punctele critice sunt (z1,y1) = (2,3), (z2,%2) = (=2, —3); nici unul nu
este punct de extrem.
b. Punctele critice sunt

(z1,51) = (1+V2,2), (z2,52) = (1+V2,24V3), (3, 93) = (1+V2,2—/3),
(:L‘4,y4) = (1_\/57 2)> (:L‘5,y5) = (1_\/572"1'\/5)7 (513673/6) = (1_\/§a2_\/§)'

Punctele de extrem sunt (z2,¥2), (3,y3) (minime) si (z4,y4) (maxim).
c. Punctele critice sunt (0,0), (1,1),(—1,—1); primul nu este punct de ex-
trem, celelalte sunt puncte de maxim.

51. Sa se determine extremele locale ale functiilor:
a. f:(0,00) x (0,00) = R , f(z,y) = 4a® + 25 +
. P2 _ _x+
Solutie

a. Functia f este de clasi C? si are in domeniul de definitie un singur punct

critic (x1,y1) = (%, ﬂ)

- 24 42
I tul criti tri hessiana est

n punctul critic matricea hessiand este | /38
Ag =24-8—32 > 0 deci (%, \/§> este punct de minim local si f (%, \/§> =4,
b. Functia f este de clasa C? si are in domeniul de definitie punctele critice
(x,z),z € R*

Matricea hessiana intr-un punct critic este

. A1 =24>034i

—Z X
Hy(e,x) = | 230 2200
2v2)z3  2v2|z]3

Dacd 2 < 0 atunci (z,z) sunt puncte de minim §i fuin, = —v/2; daci z > 0,
atunci (z, ) sunt puncte de maxim si fiax = V2.

52. Sa se determine extremele locale ale functiilor:
a. f:R?— R, f(z,y) = 2* +y* — 222 + 4oy — 29°
b. f: R R, f(z,y,2) = 2% +y> + 322 — xy + yz + 222
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Solutie
a. Functia f este de clasi C? si are in domeniul de definitie punctele critice

(z1,91) = (0,0); (2, 42) = (V2,—V2); (23,43) = (—V2,V?2)

N

Intr-un punct oarecare matricea hessiana este

1222 — 4 4
4 12y% —4

Punctele (v/2, —v/2); (—v/2,v/2) sunt minime locale, iar (0,0) nu este ex-
trem.

b. Functia f este de clasa C? si are in domeniul de definitie un singur punct
critic (x1,¥1,21) = (0,0,0).

2 -1 2
Matricea hessiana in punctul critic este | —1 2 1
2 1 6
A1 =2>0,A=3>0si Ag =4 > 0 deci (0,0,0) este punct de minim

local strict si fiin = 0.

53. Sa se determine extremele locale ale functiei:
F:R’>— R, f(x,y) =23+ 3zy — 15z — 12y.
Solutie

Punctele critice sunt (1,2),(2,1), (-2, —1); folosind matricea hessiana, se
decide natura acestor puncte.

54. Sa se determine extremele globale ale functiilor:

a. f(w,y) = (@ +y?e =V,
2x+y

b. g(z,y) = Wrerert
Solutie

Se trece la coordonate polare si se reduce problema la a determina extremele
unor functii de o singura variabila reala.

55. Sa se detgrminze extremele locale ale functiei:
flw,y,2) =0+ 4 + % + %, definita pentru = > 0,y > 0,z > 0.
Solutie
Se determind punctele critice si apoi, folosind matricea hessiana, se decide
natura lor.

56. Sa se determine extremele functiilor:

a. f(z,y) = xy\/1 — 22 — 2, definita pentru 22 + y2 < 1.
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b. g(z,y) = (1 +e¥)cosx —ye¥, (z,y) € R*

Solutie

a. Punctele critice sunt (0,0), (@,i@), (‘T\/g,jzg)

b. Punctele critice sunt (2nm,0) si ((2n + 1)7,—2),Yn € Z. Primele sunt
puncte de maxim, iar celelalte nu sunt puncte de extrem.

57. Sa se determine extremele urmatoarelor functii:
a. f(z,y,2) = ayln(a® +y?).
b. g(z,y,2) = —222 + 2xy — 5y + 62 + 6y.
Solutie
a. Puncte de maxim:1 (\/12?’1\/12?)’(_1\/12?’1_\/12?);
puncte de minim: ( 26’_ﬁ)’(_¢%’ \/%)
b. Functia are un singur punct de extrem (maxim): (2,1).

4.5 Functii implicite
58. Functia z = z(x,y) este definita implicit de ecuatia
(y+2)sinz —y(z + 2) = 0.

Séa se calculeze expresia:

0z 0z
FE = (zsinz)— — y?==.
(z sz)ax Yy oy
Solutie
Fie F(z,y,2z) = (y + z)sinz — y(x + z). Functia z = z(z,y) exista in
vecinatatea punctelor cu proprietatea 5. # 0, adica
z

sinz + (y+ z)cosz —y # 0.

In aceasti ipoteza, se calculeaza derivatele partiale ale functiei z, derivand
relatia F'(z,y, z) = 0 in raport cu z si respectiv y, (z este functie de x si y):

92 gn +(y+ 2) 9z <1+(9,z)_0
(9.%'8 z Yy ZCOSZ@HJ or =V,

deci:
0z Yy

dr  sinz+ (y+2)cosz —y’




142 CAPITOLUL 4. FUNCTII DIFERENTIABILE

(1+(%>sinz+(y+z)cosz€)z—(x—i—z) 0,

z
dy dy oy T
deci
0z T+ z—sinz

Oy sinz+ (y+z)cosz—y

Inlocuind 22 si 2% cu valorile obtinute mai sus in expresia E, se obtine
ox oy ’

yF(z,y,z2)

sinz+ (y+ z)cosz —y

59. Fie g € C'(R?) si fie functia z = z(x,y) definita implicit de ecuatia
g(y? — 22,z — xy) = 0. Si se calculeze expresia E = y% + J;g—z.
Solutie
Fie functia F(z,y, z) = g(y* — 22,z — zy). Notam u = y? — 22 si v = 2 — xy.
Conditia de existenta a functiei z = z(z,y) este %—f = 0, adica % 2£0. In
aceasta ipoteza, se calculeaza derivatele partiale ale functiei z:

dg 0g [0z B 6z_2x%+y%

Ou(_ x)+6U<8w_y>_0iﬁx_ % '
dg 0Og [0z B 8z_x%—2y%
y8u+8v<8y $>_0:>8y_ 99 ‘

ov

Inlocuind, se obtine: E = 2% 4 12

60. Fie a € R si fie functia z = z(x,y) definita de ecuatia

x2+y2+z2 = a’.
Sa se calculeze diferentiala intai i diferentiala a doua ale functiei z.
Solutie
Fie functia F(z,y,2) = 2? + y? + 2°> — a®>. Functia z = z(z,y) existd in
vecinatatea punctelor cu proprietatea %—f # 0, adica z # 0. Exista deci
doua submultimi ale sferei de centru O si raza a pe care exista cate o functie
z: semisfera 22 4+ y? + 22 = a2,z > 0 si semisfera 22 + y? + 22 = a?,2 < 0.
Vom calcula diferentialele functiei z asociate primei semisfere (z > 0):

2x+2z%:0$%:_£: z

Ox Ox z _,/a2_x2_y2'
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0z Y Y . .
Analog, 87@/ = —; = —m 31 deCl
.z y. _ T _ Y
dz——;d:r—;dy— a2—a:2—y2dx a2—x2—y2dy'
Diferentiala a doua:
92\ ? 0%z
2+2 — 22— =10
+ (81’) + o ’
deci:
924 22422 2 — a2 y2 — a?
72 = — 3 = 3 = .
Ox z z \/(az — 22— gy2)’
0z 0z 0%z
2—— 42 =0,
0y Ox + Z@x&y
deci os o
0%z __3*53*;__@__ Ty
= = T = .
0xdy z z \/(a2 R y2)3
In concluzie:
2 2 2 2
_ ) _
d*z = L da? — i dxdy+ ¢ dy?

61. Functiile v = u(x,y) si v = v(x,y) sunt definite implicit de sistemul
de ecuatii u +v = x + vy, ux + vy = 1. Sa se calculeze derivatele partiale de
ordinul intai si al doilea ale functiilor u si v.

Solutie
Fie F : R* — R?, F(z,y,u,v) = (u+v — 2 — y,ur + vy — 1). Notand
flz,y,u,v) = u+v—xz—ysig(x,y,u,v) = ux + vy — 1, conditia de

existenta a functiilor u si v este gg’f); # 0, adica y — x # 0. In aceast#
ipoteza, derivand In raport cu x si respectiv y relatiile f = 0, g = 0, se
obtine:

or " ox U e, Ve, TV
ou @ ou ov

— =18 x— — =0,
8y+8y sl xay—i—v—l-yay
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de unde rezulta:

Ou _ut+y Ov_utz Ju_v+y dv _v+a
or y—a 0r x—y Oy y—x Oy x—y

Pentru a calcula derivatele partiale de ordinul al doilea, se deriveaza in
continuare in raport cu x i respectiv y:

Pu 0% @ d%u 9%

o2 T TV traa T =0

de unde rezulta 5
*u _ 25 _ 2uty)
92  y—z  (y—a)*

Analog se calculeaza si celelalte derivate partiale de ordinul al doilea.
62. Fie F € C?(R?). Functia y = y(z) este definita implicit de ecuatia

F(sinz +y,cosy + x) = 0.
Sa se determine y” 1
Solutie
Fie u = sinz + y, v = cosy + z. Conditia de existentd a functiei y este

g—f - %—5 siny # 0. Derivand ecuatia F'(u,v) = 0 in raport cu z, rezulta:

n punctele critice ale lui y.

OF OF
(%) (' +cosw) 5+ (1 —y'siny) 5 =0.

ov
Se obtine:
OF OF
/g cosT+ G
Y ="9F or
ov ou

Derivand relatia (*) in raport cu z si inlocuind y’ = 0, rezulta ( in punctele
critice):

2 2 2 .
) —%chos2x—2§u§)(:osx—%75+g—ismx
- oF oF .

Ju gy SIY

63. Functiile y = y(z) si z = z(z) sunt definite implicit de sistemul

{ sinz 4+ siny +sinz = a.bER

a
4y 4z = b
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Sa se calculeze y” si 2”.

Solutie

Fie f(z,y,2) = sinz + siny +sinz — a, g(z,y,2) = 22 + y> + 22 — b si
F(x,y,z) = (f(z,y,2),9(x,y,z)). Conditia de existenta pentru functiile y
si z este gggg # 0 & 2zcosy — 2ycosz # 0. Derivand ecuatiile f = 0,
g = 0 in functie de x , rezulta:

(%) cosz+y' cosy+ 2 cosz = 0
20 +2yy +222 = 0

Solutia sistemului este

’ T COSZ — ZCOST ,_ycosx—xcosy

zZcosy —ycosz’ 2COSY —YCcosz

Derivand relatiile (x)in functie de x, rezulta:

y"cosy — (y)?siny + 2" cos z — (2')?sinz = sinx
200 + 2yy" +2(2") 2 + 222" = -2

Rezolvand sistemul, rezulta y” si 2”.

64. Functiile v = u(x,y),v = v(z,y),z = z(x,y) sunt definite implicit
de sistemul de ecuatii

u+Ilnv = =z
v—Ilnu = y
z = 2u+4vw
¥ 0z 9%u 0%
Sa se calculeze 32, 929y g

Solutie

Fie functiile:

flz,y,u,v,2) =u+1Inv—uz,

g(x,y,u,v,z) =v—Inu— Y,

h(z,y,u,v,2) =2 —2u—v

si fie F' = (f,g,h). Conditia de existenta a functiilor u, v, z este
D(f,g,h)

1
—— 1+ — .
D(u,v,z)#O@ +uv7é0

Derivand relatiile f = 0,9 = 0, h = 0 in raport cu x, rezulta

ou uv ov v 0z  2uv+tw

Oz 1+w 0z 1+w 0z 1+uv.
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Derivand relatiile f = 0,9 = 0 in raport cu y, rezulta:

ou 10v __
¢ oytva =0
_l@+@ = 1

u Oy oy

L . ou u v uv
Solutia sistemului este: — = ———, — = .
oy 14+wv’ Oy 1+uwv

Derivand relatiile (%) in raport cu x, rezulta

Pu _ 1 ovov | 10w _
0zdy v2 Oz dy vozxdy
%v _f_L@@_laQU - 0
Ozxdy u? Oz Oy u dzdy

Rezolvand sistemul, rezulta

Pu  uv(u—1)

0xdy (1 +uw)3’

Analog se calculeaza si giyg.
65. Fie g € C1(R) si fie functia z = z(, y) definitd implicit de ecuatia
zyz = e9(*). S& se demonstreze ci z nu are puncte critice.
Solutie
Fie F(z,y, 2) = zyz — e9); conditia de existentd a functiei z este

of

5 40 s 2y —g'(2)e9%) £0.

Derivand ecuatia F' = 0 in raport cu x se obtine:

0z 0z
Yo o9(2) N2
yz+ayy —efPg(z) 5 =0.
Rezulta
9z . yx
ox Ty — g’(z)@g(z)
si analog,
% L Tz
dy  wy—g(z)e9?)
Sistemul
2z 0
£ -0
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nu are solutii, deci z nu are puncte critice.

66. Sa se determine extremele functiei y = y(x) definite implicit de
ecuatia z3 + y3 — 2zy = 0.
Solutie
Fie F(x,y) = 23 + y> — 2xy. Functia y = y(z) este definits in vecinatatea
punctelor pentru care %—F £ 0, adica 3y? — 22 # 0. In aceastd ipotezi, se
determina punctele critice ale functiei y:

2y — 32
327 +3y%y — 2y — 22y =0 = =
x° +3y°y — 2y — 2zy/ y'(z) = 37 oz
Punctele critice sunt solutiile sistemului:
y =0 2y—322 = 0 y = %
F =0 = 23+ -22y = 0 =< 22(2723-16) = 0
& # 0 32 —2x # 0 &+ 0

Unica solutie este (z,y) = (@, QSTﬂ) Pentru a decide daca x = 2‘[ este

3
punct de extrem local pentru y, vom calcula 3" (Q\Tﬁ)

2V/2
6x + 6y (y’)2 +3y%y — 2y — 2 — 22" =0, = y"(\:{) =-3<0,
deci z = 2‘[ este maxim local pentru ¥ si y(2 ‘[) %.

67. Sa se determine extremele functiei z = z(x,y), definite implicit de
ecuatia 2% + z + 20(2? + y?) — 8(zy + = +y) = 0.
Solutie
Fie F(z,y,2) = 2%+ 2 +20(2? + y?) — 8(xy + x + y); conditia de existentd a
functiei z este %—5 # 0, adica 322 + 1 # 0. Evident, conditia este indeplinita
pentru orice x,y, z € R. Derivatele partiale de ordinul intai ale lui z:

0z 0z 0z 8(y+1)—40x
2
3 8x+8x+ 0z =8y +1) = 0:>8x 32241
0z 0z 0z 8(x+1)—40y
322 440y —8(z4+1)=0= =" 7
Ay + oy + A0y =8l +1) = oy 32241
Punctele critice ale functiei z sunt solutiile sistemului:
9z _ 8(y+1)—40
E 0 iy "
e X -
y = 0= 322+1 £ =0
F(r,y,z) = 0 2+ 2+202%+y?) —8(zy+z+y) = 0
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Unica solutie a sistemului este (z,y,2) = (7, 3,1). Pentru a decide daci el

este punct de extrem local, se calculeaza derivatele partiale ale functiei z.

92\ ? , 0%z 0%z 0%z 40
92\ 2 Pz 0%z 0%z 40
62 (=) 4322+ 22440=0= 22 =——
N <0y> +oe Oy + Oy TA=0= Oy 322 +1
0z 0z 0%z 0%z 02z 8
62+~ + 32° — 8= = :
Zay Oz e 0xdy + 0xdy 8=0= Ordy  322+1
Rezulta
&(1 1)__ &(1 1)__ 0z (1 1)_
0x2 4’47 Toy2i4’ 4l T Qxoy 4477

deci 1n punctul (%, %), functia z are un maxim local.

68. Fie a € R, a # 0; sa se determine extremele locale ale functiei
z = z(x,y) definite implicit de ecuatia (2% + y? + 22)? = a? — 22 — 22.
Solutie
Fie F(x,y,2) = (22 +y?+22)?—a®+22+2?%; Conditia de existenta a functiei z
este %—5 # 0, adica z # 0. In aceastd ipotezd, se calculeazi derivatele partiale

ale functiei z:

0z 0z 0z x

2(z” +y° 2<2 2) 20 + 22~ = =

@y 427 (20 + “ox e i 0= Oz z
2(z% + % + 2°) (2y—|— 2222) —1—2222 =0,

0z —2y(x? +y* + 2%)
d d Ita — = .
C e e Y T @a? + 27 + 222 1 1)
0z
2 —

Sistemul ay — 0 are solutiile
F(z,y,2) = 0

—14+vV1+4a2\ .
(x1,y1,zl): 0707 f S1

—14++v1+4a2
(3527y2’22) = (0’07_\/—1——1—CL> .

2
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Se observa ca este verificatda conditia z # 0. Derivatele partiale de ordinul
al doilea:

02\ 2 9 9 9 0z 02z 0z 0?
<2x+228z) + (2" 4y~ +27) 2+26—+2 922 +2+2a—+2 o -5 =0,

L 0%z 322+ 2+ 2241
de unde rezulta — = — .
Ox? 2(@x2+y?+ 224+ 1)

0%z

Oy =0,

2 2 2 2 9%z
dy* + (z° +y~ + 2%) 2+228y + 22—

L 0%z 2?2 4 3y + 22
de unde rezulta — = — .
y? 2(@?2+y?+224+1)

0z 0z
(23: + 22835) (Qy + 2Z8:5> +

0z 2xy

0xdy  z(x?+y?+22+1)

Calculand derivatele partiale de ordinul al doilea in punctul critic (0,0),
rezulta:

de unde rezulta

82 1 82 822 z

r =

Deoarece rt — 52 = ZQ—IH > 0, (si pentru z; si pentru z9), rezulta ca atat z;
cat gl z9 au extreme locale in (0,0). Functia z; satisface conditia r < 0, deci
are un maxim local in (0, 0), iar valoarea ei in acest punct este

—1+4+ V1 + 4a?
21(0,0) = \/2.

Functia zy satisface conditia » > 0, deci are un minim local in (0,0), iar
valoarea ei In acest punct este

—1+ V1 + 4a?
22(0,0) = — —y

69. Sa se determine extremele locale ale functiei y = y(z) definite im-
plicit de ecuatia 23 + y3 — 322y — 3 = 0.
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Solutie
Fie F(z,y) = 3 +y3 —32%y—3. Conditia de existenta pentru y este %—5 # 0,

adics 3y? — 322 #£ 0. In aceastd ipotezd, se calculeazi Y

92 2
322 4+ 3y%y — 6ay — 322y =0 = o/ (x) = 73;11 ac2 ,
y2—x

deci punctele critice ale functiei y sunt
T = 0, yl(()) = \3/§, o — —2, y2<—2) =—1.

62 + 6y(y)? + 3y%y" — 6y — 12z’ — 322" =0 =

Yy (x)

—22 + 2y — 2y(y')? + 4y
- y2 — 12 :
Rezulta y”(0) = 3%/?: > 0, deci 21 = 0 este minim local si y”(—2) = —2, deci

T9 = —2 este maxim local.

70. Sa se determine punctele de extrem ale functiei y = y(z) definite
implicit de ecuatia 2% + y* — €2arctg§7 y # 0.
Solutie
Conditia de existenta a functiei y este

y(m2+y2)+xezarctg§ £0.

Se obtine
2yearctg§ —z(2? + %)
y(z? +y?) + ze2Ct8s

punctele critice sunt:

xTr = —, X2 = —\| —.

In aceste puncte y(z1) = x1 si y(z2) = x2. Se calculeazi y”(z19), etc.

71. Si se calculeze y/(1), y fiind definita implicit de 2° — y — cosy = 0.
Solutie

Conditia de existentd este siny — 1 # 0; derivand relatia data, rezulta

2
y/(.’E) = 1—3§iny :
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72. Sa se calculeze y'(0) si y”(0), unde y este definitd implicit de ecuatia
7Y = sin(z + 2y) + 1.

Solutie
Se deriveaza ecuatia data in raport cu x.

73. S& se calculeze derivatele partiale de ordinul intai in punctul (1,1)
ale functiei z definite implicit de

2z = /22 + 92 tg\/x;TyQ'
Solutie
Se deriveaza relatia data in raport cu x si y.
74. Fie G € C®(R?) gi fie z = z(x, y) definitd implicit de relatia
z+ G(z,y,z) = 0.

Sa se calculeze derivatele partiale de ordinul intai ale lui z.
Solutie
Derivand in raport cu x, se obtine:

0= 0G  0G 0G0z
or  Ox Oy 0z0xr

75. Sa se calculeze 2/(0) si ¥/(0), functiile x i y fiind definite implicit
de sistemul de ecuatii:

ry+2 tyz+ar+y = 1
arctgy + In(z? +2y%2 +2?) = In2 "
Solutie

Se deriveaza relatiile date in functie de z.

76. Sa se determine extremele urmétoarelor functii definite implicit:
a. y = y(z), definitd de 2yz? + y? — 4z — 3 = 0.
b. y = y(z) definitd de (22 + y2)2 =2 — o2
c. z = z(z,y), definita de 22 + y? + 22 —wz —yz + 22 + 2y + 22 — 2 = 0.
Solutie
Aceeasi metoda ca in exercitiul 70.
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4.6 Extreme cu legaturi

77. Sa se determine extremele locale ale functiei f(z,y,z) = xyz cu
legatura z +y + 2z = 1.
Solutie
Se aplicd metoda multiplicatorilor lui Lagrange. Fie functiile
g(z,y,2)=x+y+z—1¢ Flx,y,2)=f+Ng=zyz+ Nz +y+2z—1).
Extremele cerute verifica sistemul:

871; =0 yz+A = 0
ZTF = 0 N zz+XA = 0
%7 = 0 zy+A = 0
g = 0 r+y+z—-1 = 0
Solutiile sistemului sunt:
__1 — (111
pentru A\; = —5 = (v1,y1,21) = (37 3 3)
(~T27y2;2’2) == (17070)7
pentru Ay = 0= ¢ (23,¥3,23) = (0,1,0),
(x4,y4,24) = (0,0,1)

Pentru a decide natura celor patru puncte critice, se calculeaza diferentiala
a doua a functiei F":

0*F 0*F 0*F 0*F 0*F O*F
d*F = dz® dy? dz? drdy+ ~——dxd dydz =
a2 " + Oy? v 5.2 % +8$8y “ y+8xaz v Z+8y82 ez
= 2 (zdxdy + ydxdz + xdydz) .

Pe legatura, avem dg = 0, adica dx + dy + dz = 0. Rezulta deci ca restrictia
lui d?F la legatura g = 0 este:

d*F = 2((1 — x — y)dxdy + ydx(—dx — dy) + zdy(—dz — dy)) =
=2 (—yde —zdy? + (1 —2x — 2y)dxdy) .

In punctul (x1,y1,21) = (%, %, %) se obtine:

111 2
d2F <3, g, 3> = *g (dﬂj2 + dxdy + dy2) y

Wl

care este o forma patratica negativ definita i deci (z1,y1,21) = (%, %, )
este maxim local al functiei f cu legatura g = 0.
Celelalte puncte nu sunt puncte de extrem; de exemplu, in (1,0,0), rezulta
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d*F(1,0,0) = —2dy® — 2dxdy, care are valorile proprii —1 #+ /2, etc. Se
poate studia gi semnul diferentei f(x,y,z) — f(1,0,0) intr-o vecinatate a
punctului (1,0, 0), restrictionata la planul z +y + z = 1.

78. Sa se calculeze valorile extreme ale functiei f(x,y,2) =z +y+ 2
restrictionate la I' = {(z,y, 2)[2? + y? + 22 =1, 22+ 2y + 2 = 1}.
Solutie
Intersectia dintre sferd si plan este un cerc deci o multime compacta. Functia
f fiind continua, rezulta ca este marginita (pe I') si isi atinge marginile. Ex-
ista deci o ¢i 8 in T" astfel incat f(a) = illlff si f(B) = sup f. Pentru a
determina aceste valori, se aplica metoda multiplicatorilor 151 Lagrange.
Fie g(z,y,2) =22 +y> + 22 — 1, h(z,y,2) =20 + 2y + 2 — 1
sifie Fm,y,2) =x+y+z+ 2?2 +y2+22 - 1) +pur+2y+2—1).
Se determina punctele critice ale functiei F' cu legaturile date:

9= 142Xz +2u= 0
98— 1423y +2u= 0
9= 1+2+p= 0 =
g= 22+’ +22-1= 0
h= 2x+2y+z—1= 0

N )\1 = _% Mm1 = _% (xlaylwzl) = (0707 1)
% = _% (x27y27z2) = (%7 %7 _g)

Avand numai doud puncte critice, intr-unul dintre ele functia va lua val-

oarea maxima, iar in celdlalt, valoarea minima. Se calculeaza f(0,0,1) =1
. e 4 4 7 _ 1 P

(maxim) si f( ) = 5 (minim).

9°9° 9
79. Sa se determine extremele globale ale functiei

f(z,y,2) = 22% + 2y — xy + 21 — 222

pe multimea compacta I' = {(z,y, 2)|z? + y? + 222 < 8}.

Solutie

Se determind mai intai extremele locale ale lui f pe interiorul lui I' (care
este o multime deschisa), apoi se determina extremele lui f cu legatura
22 +y? +222=8.

Punctele critice ale lui f din multimea {(z,y, 2)|z? + 3? + 222 < 8} sunt
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solutiile sistemului:

of _

L dr —y= 0 (z1,y1,21) = (0,0,0)
gy = d—z= 0 =4 (z2,42,2) = (0,0,1)
?Tz = 422 —4z2= 0 (23,93,23) = (0.0-1)
4 -1 0
Matricea hessiana intr-un punct arbitrar este -1 4 0 . In

0 0 1222—4
punctul (0,0,0) matricea hessiana are gi valori proprii pozitive si negative,
deci originea nu este extrem local. In (0,0,1) si (0,0, —1) matricea hessiani
are toate valorile proprii pozitive, deci acestea sunt amandoua minime locale.
Valoarea functiei in aceste puncte este f(0,0,1) = f(0,0,—1) = —1.

Se determina acum extremele locale ale lui f cu legatura

g(z,y,2) =22+ 9> +22 -8 =0.

Fie F(x,y,2) = 202+ 2y% — 2y + 2% — 222 + M(2? + y? + 222 — 8). Se rezolva
oF

g—x: dor —y+ 2 x = 0
, 98— qy-z+22y= 0
sistemul: 5 3

59, = 4—4dz+4= 0

g= 22 +1y?+222-8= 0
5
Din primele doua ecuatii rezulta r = y sau A = —5 Cazul x = y conduce

la solutiile:
/\1 = —3, (:rl,yl,zl) (0 O :|:2

%2,3 —3 (w2, Y2, 22) = (\@,\/;i\[) (73,93, 23) ( \/; \/;i\[)

In aceste puncte functia f ia valorile:

700,22 =8 F(VEVEEVE) =S (VE VR =

T+ y =
Cazul A = —% conduce la sistemul { 22 + 1% +222 = 8 cu solutiile:
2222 -7 = 0

(x4, ya, 21) = (2,-2,0), (x5, ys5, 25 2,2,0)

)= (-
E$67@/6>ZG) = (7;—* if) (x7,y7, 27) (—i V2 :t[)

In aceste puncte functia f ia valorile:
£(2,-2,0) = £(—2,2,0) = 20,

() (A sy =

Comparand valorile functiei f, rezulta ca Valoarea minima a functiei (pe
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multimea I') este f(0,0,1) = f(0,0,—1) = —1, iar valoarea maxima este

80. Sa se determine maximul si minimul functiei
fla,y) =2 +y* =3z -2y +1
pe multimea K = {(z,y) € R? | 22 +y? < 1}.
Solutie

Functia igi atinge marginile pe multimea K. Determinam mai intai ex-
tremele functiei pe multimea deschisd {(z,y) € R? | 2% + y* < 1}. Sistemul

I~

{‘9 = 22-3= 0
oy = 20—2= 0

nu are solutii in interiorul cercului unitate. Rezulta ca valorile extreme se
vor atinge pe cerc. Pentru a le determina, aflaim extremele functiei f cu
legatura g(z,y) = 22 + 32 — 1 = 0. Functia lui Lagrange este

<)

F(z,y) =2 +y* =3z -2y + 1 + M\2® + > - 1),
si deci rezulta sistemul

or 2r —3+2 = 0
9B — y—2+2xy= 0
gz, y)= 2*+y*—1 = 0

Solutiile sunt:
1 1 2v1
W Y
Ay =—1+ @, Ty = 73\1/3173, Yo = 7\1/;3
Calculand valorile functiei f in aceste puncte se obtin valorile extreme
cerute.

81. Fie D = {(z,y)|z +y = 1}. S& se determine extremele locale ale
functiei f: D+ R, f(z,y) =22 +y?> —z —y.
Solutie
Se aplica metoda multiplicatorilor lui Lagrange.
Fie legatura g(x,y) =z +y — 1 i fie

F(z,y) = f(z,y) + Mgz, y) =a° +y* —z—y+ Mz +y — 1).
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= 2z—14+Xx= 0
. _ _ .o _ _ 1 1
Sistemul oy, = 2y—1+A= 0 aresolutiile A = 0, (z,y) = (5, 5)
g= z4+y—1=0
Matricea hessiana a functiei F' (intr-un punct arbitrar, deci si pe D) este

5215

2 0 . 11 ..
( 0 2 ), deci punctul (57 5) este minim local.

82. Sa se determine punctele cele mai departate de origine care se gasesc
pe suprafata de ecuatie 422 + y?> + 22 —8x — 4y +4 = 0.
Solutie
Problema este echivalenta cu a gasi extremele functiei

f(z,y,2) =2 + % + 22
cu legatura g(z,y,2) = 40? +y> + 22 — 8z — 4y +4 = 0.
83. Sa se determine valorile extreme ale functiei
f: R} =R, f(z,y,2) =22 + y* + 32°
pe multimea {(z,y, z) € R3|2? +y?> + 22 = 1}.
Solutie

Se aplica metoda multiplicatorilor lui Lagrange; fie

9(2,y,2) =2® +y* + 22 — 1si F(z,y,2) = f(z,y,2) + Ag(z, 9, 2).

%% = 22+ Nz = 0
oF — 2(1 =
Sistemul giL (1+ Ny are solutiile

—

g= 22 +2+22-1=0

A =-1, (z,y,2) € {(0,1,0); (0, —1,0)},
Ay = _27 (:E?y) Z) S {(1’ Oa 0)7 (_17 Oa O)}7
)‘3 = _37 (IIS‘,y, Z) € {(0’ Oa 1)7 (0707 _1)}
Sfera unitate este multime compacta, deci functia f isi atinge marginile;

rezulta fiin = £(0,1,0) =1 8i fimax = f(0,0,1) = 3.

84. Si se determine valorile extreme ale produsului zy cand z si y sunt
coordonatele unui punct de pe elipsa de ecuatie 22 + 2y = 1.
Solutie
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Problema este echivalenta cu a gasi valorile extreme ale functiei f(z,y) = xy
cu legatura g(z,y) = 22 + 2y% — 1.
Consideram functia F(z,y) = zy + A(z? + 2y — 1). Din sistemul:

‘9—5: Y+ 2z = 0
3—’;: T+ 4y = 0

g= 22+2°—-1= 0

rezulta \ = j:%.

Pentru A = %, rezulta:

(r1,91) = (47—%) si (z2,92) = (‘@a%)

Pentru A = —%, rezulta:

(3,93) = (g’ %) si(z4,94) = (—@,—%).
Valorile extreme ale functiei continue f pe elipsa (care este multime com-

pactd) sunt: f(z1,y1) = —% ( minim) §i f(z3,y3) = % ( maxim).

85. Fiec a,b,c € R, a®+b% 4 ¢® # 0; sa se determine valorile extreme ale
functiei
f:R*— R, f(z,y,2) = ax + by + cz,

pe multimea D = {(x,y,2) € R® | 2% +y? + 2% = r?}.

Solutie

Se aplica metoda multiplicatorilor lui Lagrange.

Fie g(a:,y, Z) =2+ y2 + 22 —r? si F(:c,y,z) = f(a:,y,z) - )\g($7y,2’)
Multimea D este compacta. Deoarece f este continud, rezulta ca f este 1si
atinge marginile pe D. In concluzie, f are cel putin un punct de minim
global conditonat de g si un punct de maxim global conditonat de g.
Sistemul

8—52 a— 2\ = 0
af — b—2\y = 0
887: c—2\z = 0

_ b
a:,y,Z) - <%7 2N QL) .
Deoarece f are cel putin doua puncte de extrem globale pe D, deducem ca
valoarile extreme ale lui f sunt & r Va2 + b% + c2.

. /a2 2 2
are solutiile A = i%ﬁ*c, (

86. Sa se determine extremele functiei

f:R = R, f(z,y,2) = xyz
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pe multimea {(z,y,2) € R}z +y? + 22 =1,z +y + 2 = 0}
Solutie
Fie g(z,vy,2) =22+ y* + 22 -1, h(z,y,2) =2 +y + z 5

a—f: yz+2 x+p= 0
9 = zz42y+p= 0
Sistemul ‘?97 = azy+2Xz+pu= 0 aresolutiile
g= 22+ y’+22-1= 0
h = r+y+z=

(Yo 70 ) (7 % %) (% f)
(% 7) (% %) (H A )
Se obtin trei puncte de minim in care f are valoarea % si trei puncte de

maxim in care f are valoarea ﬁ.
87. Functia z = z(x,y) este definita implicit de ecuatia
22+ 4+ 22— 2042y —42—10=0.
Sa se determine extremele locale ale lui z cu legatura « = 0.

Solutie
Fie F(x,y,z) = z(z,y) + Az. Se obtine sistemul:

o —
Zpx = =24
9z _ 1ty
dy z—2
z = 0
24P+ 22 —204+2y—42—-10 = 0

Solutiile sunt (x1,y1,21) = (0, —1,24+V15) si (z2, y2, 22) = (0,—1,2—+/15).
Calculandu-se diferentiala a doua a functiei F' (pe legatura) se obtine

Rezulta ca functia z; are un maxim in (0, —1) iar functia z9 are un minim
n (0,-1).

88. Si se determine extremele functiei f(z,y,2) = 2% + v + 23 pe
multimea {(v,y,2) € R®| 22 +y? + 22 = 1}.
Solutie
Functia f este continua, iar multimea data este compacta, deci exista cel
putin doua puncte de extrem (in care f igi atinge valorile extreme). Fie
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F(z,y,2) =23 + 32 + 22 + M2? + y? + 22 — 1); rezulta sistemul sistemul

%7 =322 + 2\ 0

a—; =32 +2xy = 0

98 =324+2xz = 0

22+’ 4+22-1 = 0
Sistemul format din primele trei ecuatii are solutiile x = y = z = 0 si
r=y=2z= —%)\. Prima solutie nu verifica ultima ecuatie; cea de a doua,
inlocuita in ultima ecuatie da A\; = @ $i Ay = —@. Se obtin solutiile
T1=Y =21 = 73 Sl Ty =yo = 29 = —?. Calculand valorile functiei f in

aceste puncte, rezulta valorile extreme ale lui f.

89. Sa se calculeze extremele urmatoarelor functii pe multimile indicate:
a. f(x,y) =e", (v,y) € R?, x +y = 3.
b. f(z,y,2) =x+y+=z, (z,y,2) ER3, 2> + > + 22 =42 —y+2=0.
Solutie
Se aplica metoda multiplicatorilor lui Lagrange.

90. Sa se determine valorile extreme ale functiei f(z,y) = In(z2+y?)—zy
pe multimea {(z,y) € R?|2? +y* < 16, y > 2}.
Solutie
Se determina mai intai extremele (libere) pe multimea deschisa
{(z,y) € R*|2” +y* <16, y > 2}.

Apoi se rezolva doua probleme de extrem cu legaturi, legaturile fiind

22 +y? =16 si respectiv y = 2.

91. Fie matricea (simetrica de ordinul n),
A = (aij)ijs aij = aji, Vi, j € {1,2,...,n}.

Sa se determine valorile extreme ale functiei (formei patratice)

n
f(.’L’l,.’EQ, ...,.’En) = Z aijxixj

3,j=1
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pe sfera 2% + 23 + ... + 22 = 1.
Solutie
Construim functia lui Lagrange

F(x1,29,...,xn) = f(21,29, ..., Tp) — /\(x% + a:% + I% —1).

Rezulta sistemul:

OF _  Of _
oF _  of _
‘g—/\ = 1—(2¥+22+..+22)=0

Sistemul se scrie sub forma echivalenta:

(a11 — Nzx1 +appzo + ... +appz, = 0
a21x1 + (CLQQ — )\):IJQ +..+amr, = 0
A1 T1 + a2ty + ... + (apn — N, = 0

I |

Evident, sistemul liniar (format din primele n ecuatii) are solutii nenule daca
si numai daca A este valoare proprie a matricei A (valorile proprii sunt reale
deoarece A este matrice simetrica). In acest caz, pentru a calcula valorile
extreme ale functiei f, se Imulteste prima ecuatie de mai sus cu =1, a doua
cu xo, s.a.m.d., a n-a ecuatie cu x, si se aduna membru cu membru cele n
relatii obtinute; rezulta:

f(z1, 29,y zn) = ANz 4+ 254+ ... +22) =0

In concluzie, pe sfera unitate are loc egalitatea f(x1,x2, ..., x,) = A. Rezulta
ca valorile minima si maxima ale functiei f sunt cea mai mica si (respectiv)
cea mai mare valoare proprie ale matricei A.



Capitolul 5

Integrale improprii si cu
parametri

5.1 Notiuni teoretice
Integrale improprii
Fie a,b € R si fie f : [a,b) — R o functie local integrabila (integrabila pe
b
orice interval compact [u,v] C [a,b)). Integrala improprie (in b) / f(z)dzx
a
se numegte convergenta daca limita
t
lim / f(x)dx
t—b Jq
exista si este finita; altfel, integrala se numeste divergenta.

Daca f : [a,00) — R este local integrabild, atunci integrala improprie
o0

(la o0) / f(z)dx se numesgte convergenta daca limita
a

lim /at f(x)dx

t—00
exista si este finita.

b
Integrala improprie / f(x)dx (b poate fi gi 00) se numesgte absolut conver-
a

b
genta daca integrala / |f(x)| dx este convergenta.
a

Exemple

o0
dx
a. Fie a € (0,00) si @ € R. Atunci integrala / — este convergenta daca si
x

a

161
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numai daca o > 1.
b

dx
b. Fiea,b € R, a < bsi o € R. Atunci integrala /(b)O‘ este conver-
-
a
genta daca si numai daca a < 1.
Demonstratie

a. Fie a # 1; atunci:

t tlfa l—«a
lim —dx = lim — < oo daca si numai daca a > 1.
l—-a 11—«

Daca a = 1, atunci:

t
lim [ —dz = lim (Int —1Ina) = oco.
t—o0 Jq X t—o0

b. Analog.

Criterii de convergenta

Criteriul lui Cauchy
b

Fie f : [a,b) — R, local integrabila; atunci integrala / f(t)dt este conver-
genta daca si numai daca Ve > 0,3b, € [a,b) astfel fncat Vz,y € (b, b) sa

y

/ f(t)dt’ <e

Criteriuf de comparatie

Fie f,g : [a,b) — R, (b poate fi si 00) astfel incat 0 < f < g;
b

rezulte

i. daca integrala /

b
g(z)dzx este convergenta, atunci si integrala / f(x)dx
a a

este convergenta.
b b

ii. daci integrala / f(x)dx este divergenta, atunci si integrala / g(z)dz
a a

este divergenta.
Criteriul de comparatie la limita
Fie f,g: [a,b) — [0,00) astfel incat exista limita:

= imw
g_iﬁb g(ZL‘)

b
i. Daca ¢ € [0,00) si /

a

b
g(x)dx este convergenta, atunci si / f(z)dzx este
a

convergenta.
b

ii. Daca ¢ € (0,00) sau £ = oo si / g(x)dx este divergentd, atunci si

a
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b
/ f(z)dz este divergenta.
a

1
Criteriul de comparatie cu —
Fiea € Rsi f:[a,00) — [0,00), local integrabila astfel incat exista

= lim z%f(x).

T—00

[e.e]
i. Dacd a > 1gi 0 </ < 00, atunci /f(m)dx este convergenta.
a

oo
ii. Daca a <1 0 < ¢ < oo, atunci /f(x)dx este divergenta.
a

Criteriul de comparatie cu m

Fiea <bsi f:[a,b) — [0,00), local integrabild astfel incat exista
= lim(b—x)*f(z).
b

b
i. Daca a < 181 0 < /£ < oo, atunci /f(ac)dﬂv este convergenta.

a

b
ii. Daca o > 151 0 < ¢ < oo, atunci /f(x)d:z‘ este convergenta.

a

Criteriul lui Abel
Fie f,g: [a,0) — R cu proprietatile:

oo
f este de clasa C! | wll}rgo f(x)=0, f'(x)dx absolut convergenta,

a
X
g este continua, iar functia G(z) = / f(t)dt este marginita pe [a, 00).
a
[e.e]

Atunci integrala / f(z)g(z)dz este convergenta.

a

Integrale cu parametri
Fie A # 0 si [a,b] C R un interval compact. Fie f : [a,b] x A — R o
functie (de doua variabile reale) astfel incat pentru orice y € A aplicatia
[a,b] > x +— f(x,y) € R este integrabila Riemann. Functia definita prin:

b
F:A— R, F(y) :/ f(z,y)dz,

a
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se numeste integrala cu parametru.

Continuitatea integralei cu parametru

Daca f : [a,b] x A+ R este continud, atunci integrala cu parametru
b

F(y) = / f(z,y)dz este functie continua.
Formula lui Leibniz de derivare
Fie f : [a,b] x (¢,d) — R o functie continua astfel incat derivata partiala

50 exista si este continua pe [a,b] x (c,d). Atunci integrala cu parametru

b
F(y) = / f(x,y)dx este derivabila si

b
F'(y) :/a gjyc(:v,y)dx, Yy € (c,d).

Formula generala de derivare
Fie f : [a,b] X (¢,d) — R o functie continua astfel incat derivata partiala gi
exista si este continua pe [a,b] X (¢, d) si fie ¢, ¢ : (¢,d) — [a,b) doua functii
de clasd C!. Atunci functia G(y) = /i Z; f(z,y)dz este derivabila si:

ey

! o) af / /
G'(y) = / = (x,y)dx + f(o(y), y)d' (y) — fo(w), v)¢' (y), Yy € (c,d).
o(y) Oy

Schimbarea ordinei de integrare
Fie f : [a,b] X [¢,d] — R o functie continua; atunci:

/ ’ ( / df(x,wdy) do= | ‘ ( / bf(x,y>dx) dy.

Integrale improprii cu parametri
Fie f : [a,b) x A — R o functie cu proprietatea ca pentru orice y € A,
aplicatia [a,b) 2 = — f(z,y) € R este local integrabila si integrala (impro-

b
prie) / f(x,y)dx converge. Se poate defini in acest caz functia
a

b

F(IE,y) :/a f(x,y)dx,
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numita integrala improprie cu parametru.
b

Integrala / f(x,y)dx se numegte uniform convergenta (in raport cu y) pe

multimea A dac

b
Ve > 0, 3b. € (a,b) astfel incat / f(z,y)dz| < e, Vt e (b,b), Vy € A.
t

Continuitatea integralei improprii cu parametru

b
Daca f : [a,b) X A — R este continua si daca integrala / f(x,y)dx este

a
b
uniform convergenta pe A, atunci functia F': A — R, F(y) = / f(z,y)dx
a

este continua.
Derivarea integralei improprii cu parametru
Fie f : [a,b) x (¢,d) — R o functie continua astfel incat derivata partiala

—= exista si este continua pe [a,b) X (¢,d) si pentru orice y € (c,d) fixat

dy
b bof
integrala/ f(z,y)dx este convergenta. Daca integrala/ a—(:ﬂ,y)dl‘ este
a a 0Y
uniform convergenta pe (¢, d), atunci integrala improprie cu parametru
b
F(y) = / f(x,y)dx este derivabila si
a
b9
)= [ D yie, vy e (c.d)
a ay
Schimbarea ordinei de integrare in integrala improprie
b
Daca f : [a,b) X [¢,d] — R este continua si daca integrala / f(z,y)dz este
a

uniform convergenta pe (¢, d), atunci :

/Cd (/abf(:v,y)daz> dyz/ab </Cdf(:r,y)dy> da.

Criterii de uniform convergenta

Criteriul lui Cauchy

Fie f : [a,b) x A — R o functie cu proprietatea ca pentru orice y € A,
aplicatia [a,b) >  — f(z,y) € R este local integrabila. Atunci urmatoarele
afirmatii sunt echivalente:

b
i. integrala improprie / f(z,y)dz este uniform convergenta pe A.
a
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ii. Ve >0, 3b. € (a,b) astfel incat pentru orice u,v € (be, b) rezulta

/ flz,y)dx| < e,Vy € A.

Criteriul de comparatie

Fie f : [a,b) x A — R o functie cu proprietatea ca pentru orice y € A,

aplicatia [a,b) > x — f(x,y) € R este local integrabila si fie g : [a,b) — R
b

astfel incat |f(z,y)| < g(x), Vo € [a,b), Vy € A. Daca integrala / g(x)dx

a

b
este convergenta, atunci integrala / f(z,y)dx este uniform convergenta.
a

Functiile lui Euler
Fie I 5i B functiile (integralele) lui Euler:

oo
INa) = / 2 e ™dx, a > 0,
0

1
B(p,q) = /0 2P (1 — 2) da,p > 0,4 > 0.

Proprietatile uzuale ale functiilor I' si B
a. I'(1) =1.
MNa+1) =al'(a).
B(p,q) = B(q, p)-
MNo)l'l—a) = 7sin(om)
I'(p)I'(q)
Fp+a)

yP!
f. B(p,q) = /ady'
0

b.
c.
d.

Yo € (0,1).

@

* B(paQ) =
+y)p+q
.I(n)=(mn—-1)L,¥ne N.

i. M(n+3)=1-3-5...(2n—1)-27"/x.

5.2 Integrale improprii

1 o .

———, sa se studieze

C = tud
—z

natura integralelor urmatoare (exercitiile 1-10):

1
Aplicand criteriile de comparatie cu — si
x
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1/ dzx
WY

Solutie
1
. 1 1 - .. . v
xlggo T2 7o = 1, deci integrala este divergenta.

2 / g
. | —=dx

TR 1— a2
Solutie

. N 22
T (1= 2)2 7=

sinx
3.
/ 1-— a:2
Solutle

2 (=)

D=

= %, deci integrala este convergenta.

sinz __ sinl C : %
o7 = 75, deci integrala este divergenta.

Urmatoarele integrale sunt improprii in ambele capete.

x
Ny —
/ z3—1
Solu;itle
Jim 25 i
este convergenta).

Inzx
5 /

Solutle
Integrala este convergenta: lim
z—1

= 1, deci integrala este divergenta, (desi in x = 1 integrala

Inx li 1,1 _Inz
—_— 1m x> =
xz3—1 0, T—00 z3—-1 0

Tod
6. /7~”f
v/ —1

1
Solu‘gi?
: 3

A T2
genta in z = 1: i1_>ml (x — 1)56\/%71 = %,

=1, deci integrala este convergenta la infinit, dar este diver-

deci integrala este divergenta.
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o0

2n ,—x
7. / i dx,n € N.
-1

Vvi+zx
Solutie
Integrala este convergenta pentru orice n € N:

2n ,—x
lim (14 2)2 25

z——1 vV1+zx

8

T ode
8. / a0
/ z(lnx)®
Solutie

du
Cu schimbarea de variabild Inx = u, obtinem integrala / —, care este di-
U

0
vergenta pentru orice o > 0.

1

"™ —1

9. dr,m € N —{0}.

0/ Inz wm {0}
Solutie

Integrala este convergenta:

) 1™ —1

lim z2

z—0 Inx

™ -1

. 1
i1—>ml($7 1) Inx =0

=0,

o0

t
10. /areg@%,wo,mew_m}.

:Em
.0
Solutie
Daca m = 1, integrala este divergenta; daca m > 1, integrala este conver-
genta.
oo .
9 o sin x 5
11. Sa se arate ca integrala / ——dx este convergenta, dar nu este
x

0
absolut convergenta.
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Solutie
Convergenta ( la oo ) rezulta aplicand criteriul lui Abel: f(z) = % si

g(x) = sinz. In 0 integrala este convergenta deoarece functia 2%

prelungi prin continuitate.

se poate

o0
. . sinx
Presupunem acum prin absurd ca integrala [ —— dx ar fi absolut conver-
x

0
genta. Atunci, din inegalitatea:

1 —cos2x . 9 .
————— =sin“z < |sinz],
2
71 2
. o : o - — cos 2z
ar rezulta (aplicand criteriul de comparatie) ca integrala / — dx
x
0
o
< .. N o cos 2z
este convergentd; de aici, ar rezulta (intrucat integrala / 5 dx este
x
0

oo
1
convergenta, conform criteriului lui Abel), ca si integrala / % dx ar fi con-
x
0

vergenta, ceea ce constituie o contraditie.

5.3 Integrale cu parametri

12. Sa se studieze continuitatea functiei

Solutie .
Fie f(z,y) = $534, (z,y) € [0,00) x R. Evident, f este functie continua.
Demonstram acum cé integrala (improprie) cu parametru

/Ooo f(z,y)dx

este uniform convergenta in raport cu y pe R si deci functia F' este continua.
Evident, are loc inegalitatea:

|f(z,y)| < , YV (z,y) € 0,00) x R.

14 22
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[e.9]

Integrala improprie
0
lui de comparatie, integrala data este uniform convergenta.

2\ 2
13. Fie f : [0,1] x (0,00) — R, f(z,y) = e () si fie integrala

1
parametru F(y) = / f(z,y)dz. Sa se calculeze:
0

y—0
Solutie
i. Pentru orice y > 0, avem:
z\2 1 1 1 1
LGl L
/ flz,y)d e .72 5¢

1
In consecinta, rezulta: lim/ f(x,y):%.
y—0 Jo

1 1
ii. Pe de alta parte: / lim f(x,y)dx = / 0dx =0.
0 y—0 0

. ) Iny/a?+y? dacd (x,y) €[0,1] x (0,00)
14. Fie f(z,y) = Inz daca (z,y) € (0,1] x {0}

1
. z,y)dr daca >0
si fie F(y) = /0 f(x,y) Yy
—1 daca y=0
i. Sa se demonstreze ca functia F' este continua.
ii. Sa se calculeze F'(0).

iii. S& se calculeze /g‘;(:n,O) dx.

Solutie
i. Pentru orice y > 0, integrand prin parti, obtinem:
1

1 1,2
= z,y)dx = xlny/2? + 12 —/ ——sdr =
| s Ve - [ 5t
1
=In\/1+y%2—1+y-arctg—.
Yy

1 1
Pentru y = 0, obtinem F(0) = / f(z,0)dz = / (—1)dz = —1.
0 0
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Functia F este continua in 0:

y—04 y—04

1
lim F(y) = lim Iny/1+y2—1+y-arctg— = —1.
Yy

ii. Derivata F'(0) se calculeaza cu definitia:

. F(y)—F(0) . (1 1 7r
F'(0)= lim —~——~7 = lim (-1In 1—|—y2—|—arctg> = —.
(0) V ;

y—04 Y y—=04 \y 2

iii. Pentru orice z € (0, 1], avem:

B Inv/z2 + 5% —1 Iny/1+ (%)
O (3,0 = i DV TY ZIT gy 72(”3) 2.
dy Y04 y =0 (Y) 72

1
Rezulté/o g:;(a:,O)dx =0.

15. Fie f : [0,00) x [0,1] — R, f(z,y) = ye *¥ si fie integrala cu
o0
parametru F(y) = / f(z,y)dz, Yy € [0,1]. Sa se studieze continuitatea
0

functiei F.
Solutie
Evident, F(0) = 0; pentru orice y € (0, 1], avem:

o0
F(y) :/0 ye Wdx = —ef‘ry‘go =1,

deci I’ nu este continua in 0.

S .
16. Fie o > 0. Sa se calculeze / ST
0
Solutie
Consideram integrala (cu parametrul y > 0):
oo .
F(y) —_ /e—ywSIHI'd:U
) x

Sunt verificate ipotezele teoremei de derivare sub integrala si obtinem:

1
y 1

F'(y) = TN de =
y) = ; —e Ysinzdr = —
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Rezulta deci F'(y) = —arctgy + 5; in concluzie:
© sinx U
dr = lim F(y) = —.
fy = mpe) =

Se arata simplu (printr-o schimbare de variabild) ca

/ sinfaz) ) _ T vaso.
0 2

T

* sin ax m
Analog, daca o < 0, atunci / dr = —3
0 x

00 of .
17. Fie a, 8 € R; sa se calculeze / wdl’

0 x
Solutie

Se transforma produsul sin ax - cos S In suma si apoi se aplica rezultatul
din exercitiul anterior.

ln(l + a:)

18. Si se calculeze integrala J = 5

dx, folosind integrala cu

(0%
In(1
parametru F(a) = / 11(1—:—02@)
x
0

dx,a > 0.

Solutie
Prin derivare in raport cu «, obtinem:

In(1 + o?)

F'(a) =
(@) =507a7) T 17 a2

arctga.

1
Primitivele acestei functii sunt: 5 arctg aln(1+a?)+k, k € R. Dar F(0) =0
si deci k = 0. Rezultd J = F(1) = g In2.

19. Sa se calculeze integrala:

F(y) = /2 In(cos® x + y*sin® z)dz, Vy > 0.
0
Solutie
Daca y = 1, atunci, evident, F'(1) = 0.
Fie y > 0, y # 1; atunci:

2

2 2y sin® x tgla
F'(y) = /2 =2 / dz
) 0 cos?z + y2sin? J: Y 1+ y2tg2e
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’LL2
y/o 1+ 21 +u2)™

gy ( 1 1 ) B
Cl-y? o \l4+y*? 1+u?) 1+y
Rezulta F(y) = wIn(1+y) + k, unde k este o constanta ce se determina din
conditia F'(1) = 0; se obtine k = —7mIn2, si deci F(y) = wln Hy
1

20. Pentru orice a > 0,b > 0, sa se calculeze J = /
0

b_ ,.a

Inx

X

cos(Inx)dz.

Solutie
Integrala J se poate scrie si sub forma:

1 b

cos(Inx)dx —/ cos(Inx) </ xydy> dx =
0 a

—/ (/ x¥ cos lnx)dm) dy.

Vom calcula mai intai integrala: J; = / x¥ cos(Inz)dz , folosind schimbarea
0

1

=5

de variabila: ¢ = Inx ;obtinem: J; = 1+z(/;+11)2 , 8 deci J = %ln ii((zﬁ);
21. Sa se calculeze integralele:
bl te(atez) bl
r
J(a) :/wdsv,a >0,0#1giT= /ida;.
tgw tgx

0 0

Solutie

us

d
J(a) = / ﬁ . Pentru a calcula ultima integrala facem schimbarea
atgr

0
de variabila ¢ = tgx ; in final obtinem J(a) = §In(1 + ) si I = §In2.

s

22. Sa se calculeze integralele:

™

i 1+ acosz dx
/m ] < 1.
1 —acosz/ cosz

" ret
/ Cg dxaER|a|7é1
0

a. F(a)
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Solutie

jus

bl
2
a. F'(a) = / ﬁdl‘; cu schimbarea de variabild ¢ = tgz , obtinem:
—a?cos?w
0

[e.e]

© 2 2
F' :/ dt =
(@) 0o 2+ (V1—a?)? V1—a?
si deci F'(a) = marcsina.
T dx 7r
b. G'(a) = [ -
Gla) | WA+ at?) 2+ a)

™

t
\/1—(120 _\/l—aQ’

arctg

si deci G(a) = §In(1 + a).

23. Sa se calculeze integralele:
oo

In(a? + 2?)
a. J(a,b) = O/de,a > 0,b> O,G/#b.
1
In (1 — a®2?)
b. F(CL) = O/de, |CL‘ < 1.

Solutie

a. Derivand in raport cu a, obtinem:

, 0 2a
= d =
J /0 @+ 22) (b2 + 22) z

_ /OO 2a ( 1 B 1 )z = m
“Jo b2 —a? e+ 22 b2 4 a2 x_b(a+b)'
Rezulta deci J = ¥ In(a + b) + K(b). Pentru a calcula K (b), calculam
> In(b? + a2 2 In(b? + b*tgt
sy = [T g, o [T RO
o b24a? 0o b2+ b*git
1z b ™ 2 (2
= — In——dt =—-Inb— - 1 tdt.
b/o N os? t b b/o 1 eos

Ultima integrald se poate calcula cu schimbarea de variabila ¢t = § — y si se
obtine

b(1 + tg’t)dt =

/5 In cos tdt = "o
0 2
Rezulta J(b,b) = 7 In(2b) si deci K(b) = 0.

b. Derivand in raport cu a, obtinem:

1 —2
Fl'(a) = / a dx =
0 (1—a?z?)vV1—a?
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_/ _ "2 . 2a /OO du B am
CLQSIIl t 1—a?Jo u2+(\/11_7)2 V1—a2

deci F(a) =mv1—a?+k ; dar F(0) =0, deci F(a) = m(v/1—a?—1).
24. Sa se calculeze integrala:

Larctg (ax)
= [ el .
o= [ S ac R

Solutie
Derivata functiei J este:
1 dx bl cost
J/ - / = dt =
(a) 0 (1+a222)vV1—2a2 Jo (1+a%sin®t) cost
/ _ s
- 1+a2 w21 +a?
Rezulta:

J(a) = g In (a+ V1 +a2) +C,
constanta C calculandu-se din J(0) = 0. In final se obtine:

J(a):1n<a+\/1+a2).

25.Formula lui Froullani
Fie 0 < a < bsifie f:[0,00) — R o functie continua si marginita astfel

t
incat integrala / fi)dt este convergenta. Sa se demonstreze egalitatea:

> f(bx) — flax) , a
/0 - dwff(O)lng.

1

Solutie
Vom demonstra mai intai egalitatea:

/oof(bx);f(‘m)d bauf(t)dt Yu > 0. (%)

Fie u > 0 ; cu schimbarea de variabila bx = ¢, obtinem:

/OO fO2) g = [T 1O
u x bu t
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Analog, se demonstreaza si egalitatea:

- f(;“”)dx - /OO f(tt)dt.

Prin scaderea membru cu membru a celor doua egalitati rezulta egalitatea
(%). Demonstram acum formula lui Froullani; folosind egalitatea (x), avem:

/ f(bx) da: = lim > f(bz) ) = lim - fit)dt

u—0 u—0 Jpy

Pentru a calcula ultima integrala consideram functia

h(u) = sup |f(t) = f(O)].

t€lau,bu]
Din continuitatea functiei f, rezulta lim0 h(u) = 0. Evident, avem:
U—
au au _ au
H0) 4y [ 1010, [ 10,
bu t bu t bu t

Prima integrala tinde la 0 pentru u + O:

OO0y (U101,
t b

bu U t

< / h(tu)dt = h(u) ln% — 0 atunci cand v > 0.
b

B U
In concluzie:

> f(bz) — f(ax) ““f() “ fo) a
/0 PRS0 gy = g [ S = Bt = fo)m .

—0 /by Obu

26. Fie 0 < a < b; sa se calculeze integralele:

00 aT _ e—bac
a. / —dx.
0 Xz

b. / cosar — CObedl‘.

0 x
Solutie
Se aplica formula lui Froullani.
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27. Sa se calculeze, folosind functiile I' §i B, integralele:
e~ dz,p > 0.

1
xri

b. (x +1)2

dx
3 +1
0
Solutie
a. Cu schimbarea de variabila P = y,obtinem:

o0 1 1-p 1 1 1
/ e dr = / —y Ppe_ydy =-T () =T ( + 1) .
0 0o P p p p

In cazul particular p = 2, obtinem:

o0 o 3 ﬁ
T —T(Z) =X,
/0 e v dx (2> 5

b. Folosind proprietatile functiilor lui Euler, obtinem:

dx.

)
g — g3

3

177
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c. Cu schimbarea de variabila, 23 = y,obtinem:

[F L v, ~Lp(] 2)_2¢§w
o B+1 3J 1+4¥737\33)7 9

28. Sa se calculeze integralele:

sin? zcos?xde,p > —1,q > —1.

2P (1 — 2™ Y d,p > 0,q > 0,m > 0.

e dz,p > —1, ¢ > 0.

e

o
O\g O\,_. O\m‘:‘
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1
1
d. /lnp ( de,p > —1.
x
0
1

d
e. /%,TLGN
5 (L—am)n

Solutie

a. Cu schimbarea de variabild sin?

T = y, obtinem:

T 1/, - 1
/Ozsinpxcosqzdmzi/o ypTl(l—y)qudyziB (2,2

b. Cu schimbarea de variabila " = y, obtinem:

1 1 2
/ 2P (1 — 2™ de = —B <p+ ,q) .
0

m m
c. Cu schimbarea de variabila x9 = y, obtinem:

o0 oo
/ wPe " dr = 1/ y%flefydy = }F (p—i—1> .
0 q.Jo q q

d. Cu schimbarea de variabila In( %) = y, obtinem:

1 1 00
/ In? () dx = / yPe Vdy =T(p+1).
0 x 0

e. Cu schimbarea de variabia " = y, obtinem:

1 dx 1 /. 1 1 1 1 T
| =t [yta-y = B (21— 2) =
0 (1—a™)n n.Jo n n n nsin -

29. Sa se calculeze integrala / e~ cos zdz.

0
Solutie

Folosind dezvoltarea in serie de puteri (in jurul lui 0) a functiei cos si teorema
de integrare termen cu termen a seriilor de puteri, obtinem:

o o (—1)” /OO _22 9
e ¥ cosxdr = e U dy =
/0 Z (2n)! Jo

n>0

e DT L P 1Y
- (2n)1/0 gV =D 2F<”+2)

n>0
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D135 —1) o V- 1IN VEo
=2 o) \/7?—2(—4> T2t

n+1
S0 n 2

30. Sa se calculeze in functie de B integralele:

I /1 dx .7 /°° dx

g —_— 1 = pppy——
0 V1—ua? i 1 Vad -1

Solutie )

Pentru I se face schimbarea de variabila x = ¢3; rezulta:

1 1, 1 1 11
T== [ +350-t3dt=-B(= ).
3/0 P11 3 (3’2)

Pentru calculul lui J se face schimbarea de variabild x = t_é; rezulta:
J_1/1t_g(1 t)—idt—lB(l 1)
R S 37\6'2)°

31. Sa se calculeze integralele lui Fresnel:
o0 [e.e]
1 :/ cos z2dx si J :/ sin z2dz.
0 0
Solutie

Convergenta celor doua integrale rezulta din criteriul lui Abel i cu schim-
barea de variabila z? = 3. Calculam acum:

J =il :/ e~ .
0

Cu schimbarea de variabila 22 = —it? si folosind relatia I'(1) = 1, obtinem
I=J=1%,/2.
212
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Capitolul 6

Masura si integrala

>

6.1 Notiuni teoretice

Spatii masurabile
Fie X o multime nevida si fie P(X) multimea partilor lui X. O submultime
A C P(X) se numeste o— algebrd pe X daca verifica urmatoarele pro-
prietati:
i. X e A
ii. daca A € A atunci X \ 4 € A.
iii. daca A, € A, Vn € N atunci U,en A, € A.
In acest caz (X, .A) se numeste spatiu masurabil iar elementele o-algebrei A
se numesc multimi masurabile.

Daca A este o o-algebra pe X, atunci:
i. e A
ii. daca A,B € Aatunci AUBe A, ANBe A, A\ Be A
iii. daca A, € A, Vn € N atunci ﬂ A, € A

neN

iv. daca (A),c; sunt o-algebre pe X atunci intersectia U A; este o-algebra
pe X i€J

Daca C C P(X) atunci o-algebra generata de C se noteaza A¢ si este
definita prin

Ac = ﬂ{l’)’ | B este o — algebra pe X, si B2 C}.

Daca (Y, d) este un spatiu metric, atunci o-algebra multimilor Boreliene
pe Y este o-algebra generata de familia multimilor deschise din Y.
In cazul particular Y = R, o-algebra multimilor Boreliene (pe R) coincide

181
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cu o-algebra generata de oricare din urmatoarele tipuri de intervale:

C1 = {(—00,b)[b€ R}

Cy = {(a,0)|a € R}

C3 ={(a,b)|a,b € R},

deoarece orice multime deschisa din R este reuniune cel mult numarabila de
intervale deschise.

Functii masurabile

Fie (X,A) un spatiu cu masurda si (Y,d) un spatiu metric; o aplicatie
f : X — Y se numeste misurabils dacs f~!(B) € A, VB multime Bore-
liana din Y.

Daca A C X, atunci functia caracteristica y4 : X — R este masurabila
daca gi numai daca A € A.

O aplicatie s : X — R se numesgte simpla (sau etajata) daca multimea s(X)

este finita, sau, echivalent, daca exista A, A, ..., A, € P(X) si a1, ag, ..., €
n

R astfel incat s = Z ;X 4,;- Evident, s este masurabila daca si numai daca

multimile Ay, As, ..., A, sunt masurabile.
Are loc urmatorul rezultat de aproximare:

Orice functie masurabila si pozitiva este limita punctuala a unui sir
crescator de functii simple masurabile si pozitive.

Spatii cu masura
Fie (X,.A) un spatiu masurabil; o aplicatie
p: A [0, 00]
se numeste masura (pe X) daca:

i u(@) =0
ii. pentru orice (A,),cy C A astfel incat A, N A, =0, Vn # m rezulta

o(U )= S,

neN neN

(X, A, 1) se numeste spatiu cu masura. Proprietatea ii de mai sus se numeste
numarabil-aditivitate.

Daca (X, A, 1) este un spatiu cu masura, atunci:
i. VA Be A, ACB = u(A) < p(B). (monotonie).
ii. pentru orice (A4n),cn € A rezulta

7 < U An> < Z w1 (Ay) (numarabil-subaditivitate).
nenN neN
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Egalitate aproape peste tot

O multime masurabila A € A se numeste de masura nula daca p(A4) = 0.
Doua functii masurabile se numesc egale aproape peste tot (se noteaza
f=g(apt.)) daca multimea {z € X | f(z) # g(z)} este de masura nula.
Relatia de egalitate aproape peste tot este relatie de echivalenta pe multimea
functiilor masurabile.

Functii integrabile

n

Fie (X, A, 1) un spatiu cu masura gi s : X — [0,00], s = Z a;ix 4, o functie
i=1

simpla, pozitiva, masurabila. Integrala lui s in raport cu masura p este,

prin definitie:
/ sdp =Y aip(Ai).
X i=1

Daca f : X + [0,00] este o functie masurabila pozitiva atunci integrala lui
f in raport cu masura u este:

/ fdu = sup{/ sdy | s functie simpla masurabila, 0 < s < f}.
X X

Daca f : X — [0,00] este o functie masurabila pozitiva si dacd A € A,
atunci integrala lui f pe multimea A in raport cu masura p este:

/Afdﬂz/Xf-XAdu-

Fie (X, A, 1) un spatiu cu masura; o functie masurabila f : X — C se
numeste integrabild daci / |fldp < oc.

Multimea functiilor integrabile este spatiu vectorial cu operatiile uzuale de
adunare si inmultire cu scalari.

Fie f : X — C o functie integrabila; atunci f = u + iv, unde u i v sunt
functii masurabile reale; descompunand u = u™ T — v~ (aici
uwt, vt gi u”, v sunt partile pozitive si respectiv negative ale lui u si v),
atunci integrala lul f in raport cu masura p este

/deﬂz/xu"'du—/xu_d,u—i—i(/Xv"'—/Xv_d,u>.

Integrala astfel definita are proprietatile:
i. / (af + Bg)du = a/ fdu + B/ gdu, Vf, g integrabile si Vo, 8 € C.
X X X

—-—U , V=0
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ii.

/ fdu‘ < / |fldw, ¥ f integrabila.

X X

Teorema de convergenta monotona a lui Lebesgue

Fie (X, A, 1) un spatiu cu masura si fie f, : X + [0,00] un sir crescator
de functii masurabile: f,, < fh,41, Vn € N. Daca f este limita punctuala a

sirului f,,, atunci
Jim. /X fndp = /X fdp.

In particular, daci f,, : X — [0, o], atunci:

|3 dudi= 3 [ i

neN nenN

Teorema de convergenta dominata a lui Lebesgue

Fie (X, A, 1) un spatiu cu masura si fie f, : X +— C un sir de functii
masurabile cu proprietatile:

i. f, converge punctual la functia f.

ii. exista g o functie integrabila astfel incat |f,| < g.

Atunci f este functie integrabila si lim / fndu = [ fdu.

Spatii de functii p-integrabile
Fie (X, A, ;1) un spatiu cu masura si fie 1 < p < oo. Consideram multimea:

LP(X,u) ={f:X — C| f masurabila si /|f|pd,u<oo}.
X

Evident, pentru p = 1 se obtine multimea functiilor integrabile.
LP(X, u) este spatiu vectorial, iar aplicatia

11 ([ 17an)’

este o seminorma pe LP(X, ). Din relatia || f ||,= 0 rezulta f = 0 (a.p.t.);

fie LP(X, p) multimea claselor de echivalenta in raport cu relatia de egal-

itate a.p.t. Atunci (LP(X,p),|| ||p) este spatiu normat (spatiul functiilor

p-integrabile). In plus, se demonstreazd ci (LP(X, u), | |,) este spatiu Ba-

nach.

Exemple de spatii de functii integrabile

i. Daca pe multimea numerelor naturale, N, se considera masura de numarare
(a se vedea exercitiul 1 din acest capitol), atunci, In acest caz, spatiul

functiilor p-integrabile este spatiul girurilor p-absolut sumabile (a se vedea

si exemplele de spatii normate din capitolul 2):

F(N)={z:N—C | > |z(n) < oo}
neN



6.1. NOTIUNI TEORETICE 185

Analog se defineste spatiul ¢P(Z) al girurilor bilaterale p-absolut sumabile;
evident, norma in aceste cazuri este:

|2 flp= (Z |x<n>|P> " Vo er(N).

neN

ii. Daca pe multimea numerelor reale, R, se considera masura Lebesgue
(constructia acestei masuri se gaseste in capitolul urméator), atunci notam:
o

LP(R)={f: R+~ C | f masurabila si / |f(z)]dx < oo}.

—0o0

Norma In acest caz este

= ([ 1ws)” v e )

Analog, se pot considera intervale (a,b) C R si se obtin spatiile LP(a,b)
corespunzatoare.

iii. Un caz particular remarcabil este spatiul functiilor periodice (de pe-
rioadd 27 definite pe R) de patrat integrabil, definit dupa cum urmeaza;
daca P este multimea functiilor periodice f : R — C , f de perioada 2,
f(z) = f(z + 27),Yx € R, atunci:

2
L%0,2n] = {f € P | f miasurabila si / |f(t)|dt < oo},
0
integrala fiinds In raport cu masura Lebesgue. Evident, in locul intervalului

[0, 27] se poate lua orice interval de lungime 27; o alta alegere uzuala este
intervalul [—, 7]. Norma pe spatiul L2[0, 27] este:

I/ ll2= \/2177 /027r FOP2dt, v f € £2)0,27).
Analog se definegte spatiul functiilor periodice (de perioada 27) integrabile:
LY0,27) = {f € P | f masurabila si /O27T |f(t)]dt < oo}.
Norma pe spatiul L[0, 27] este:

2
15 lh= 5 [ 150 de ¥ £ € L0, 21
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Spatiul functiilor esential marginite
Fie (X, A, 1) un spatiu cu masura si fie f : X — [0, oo] o functie masurabila;
consideram multimea

M={teR|pu(f(t.oc]) = 0}.
Prin definitie, supremumul esential al lui f este:
esssupf = oo daca M = () si esssupf = inf M daca M # ().

Notam || f |lco= esssup|f|; functia f se numeste esential marginita daca
| f lloo< 00. Multimea functiilor esential marginite se noteaza L (X, u) si
este spatiu Banach cu norma || ||ec-

Si in acest caz putem particulariza spatiul cu masura (X, A, 1), obtinandu-
se (ca mai sus) spatiile ((*°(N), || o), (LZ(R), || o), (L0, 27], || [[oo)-

Spatii Hilbert si serii Fourier
Fie H un spatiu vectorial (complex sau real); o aplicatie

<,>: H x H — C (respectiv R)

se numeste produs scalar daca pentru orice z,y, z € H si orice «, 8 € C sunt
adevarate relatiile:
i.<az+fyz>=a<z,z2>+0 <y, z>;
ii. <z,y>= <y, >;
iii. <z,z>2> 0;
iv. <z, z>=0<2=0.
Perechea (H, <, >) se numeste spatiu cu produs scalar.
Aplicatia || ||: H — H, || z ||= /< ,z > este norma pe H si verifica
inegalitatea lui Schwarz:

| <zy>| <[zlyl Y.y e H.

Reciproc, un spatiu normat (H,| ||) este spatiu cu produs scalar daca si
numai daca este verificata legea paralelogramului:

lztylP+lz—yP=2(lz?+]y|?). ey eH.

Spatiul (H, <,>) se numeste spatiu Hilbert daca orice gir Cauchy este con-
vergent (spatiul normat (H, || ||) este complet).
In cele ce urmeaza (H, <, >) este un spatiu Hilbert.
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Exemple de spatii Hilbert
i. Spatiul Banach C™ (cu norma euclidiana) este spatiu Hilbert cu produsul
scalar:
n
<x,y >= Z TiYj,

j=1
pentru orice z = (1,22, ..., xn) $1 Yy = (Y1,Y2, ..., Yn) vectori din C™. Analog
si pentru R".
ii. Spatiul Banach al sirurilor de patrat sumabil,

P(N)={z:Nw—C| Z lz(n)]? < oo}
neN

este spatiu Hilbert cu produsul scalar:

<zy>= Y x(n)y(n),

neN

pentru orice siruri z,y € £2(N). Analog si pentru spatiul sirurilor bilaterale
(definite pe Z), £2(Z).

iii. Dintre toate spatiile de functii p-integrabile, LP(X, A, u), numai spatiul
functiilor de patrat integrabil, L%(X, A, u) este spatiu Hilbert, produsul
scalar fiind:

<f,g>=/Xf§du, ¥ f.g€ L3(X, A ).

Ortogonalitate

Doi vectori z,y € H se numesc ortogonali (sau perpendiculari; notam x L y)
dacd < z,y >= 0. Ortogonalul unei multimi nevide M C H este, prin
definitie, multimea (subspatiul inchis) M+ ={z € H |z Ly, Yy € M}.
Urmatorul rezultat este esential in studiul spatiilor Hilbert:

Teorema proiectiei

Fie H un spatiu Hilbert si fie M C H o multime nevida, inhisa si convexa.
Atunci exista un unic vector x; € M astfel incat

[ zar ||=inf{]| 2 || [z < M}.

O consecinta importanta este generalizarea descompunerii dupa directii per-
pendiculare din geometria euclidiana:

Descompunerea ortogonala

Fie K C un subspatiu inchis si fie K+ ortogonalul sdu. Atunci, pentru vec-
tor x € H exista (si sunt unici) y € K si z € K+ astfel incat x =y + 2.
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Baze ortonormale, serii Fourier
Fie H un spatiu Hilbert; o submultime B = {¢;};cs se numeste baza ortonor-
mala in H daca:
i. <eg4,e5 >= d;; (simbolul lui Kronecker), Vi, j € J;
ii. subspatiul vectorial generat de B este dens in H.
Spatiul Hilbert H se numeste separabil dacd admite baze ortonormale cel
mult numérabile. In continuare vom considera numai spatii Hilbert separa-
bile.

Fie H un spatiu Hilbert (separabil), fie B = {ey, }nen 0 baza ortonormala
(fixata) si fie x € H un vector fixat; coeficientii Fourier ai lui z (in baza B)
sunt T, =< x,&, >,Vn € N, iar seria Z ZTnen se numeste seria Fourier

neN
asociata lui . Aplicatia

H >z (Zp)n € £2(N)

se numeste transformarea Fourier (pe spatiul H).
Proprietatile seriei Fourier
i. Pentru orice x € H, seria Fourier asociata, Z TnEn, converge la x;
neN
ii. |z |*= Z 1Z,|? (identitatea lui Parseval);
neN
iii. transformarea Fourier este un izomorfism (izometric) de spatii Hilbert.

Serii trigonometrice
Un caz particular remarcabil de serie Fourier este seria trigonometrica. Con-
sideram spatiul Hilbert al functiilor periodice (de perioada 27) de patrat
integrabil (a se vedea exemplele de spatii p-integrabile):

L*0,27] = {f : [0,27] — C'| f masurabila si /27r |f(1)]?dt < oo}
0

Produsul scalar este

1 2m
<fo>=o [ foaar

1 2
iar norma || f |l2= \// | f(t)[dt.
21 Jo

Pentru orice n € Z, fie w,(t) = ™. Un rezultat clasic de analiza afirmi ci
multimea (sistemul trigonometric) B = {w, | n € Z} este baza ortonormala
in L?[0,27]. Pentru orice functie f € L2[0,27] , coeficientii Fourier (in
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raport cu baza fixata mai sus), sunt

~

o =< f,wn >=

1 2 .
—/ f(t)e ™dt,vn € Z,
21 Jo

iar seria Fourier (sau seria trigonometrica) asociata functiei f este E frnwn;

nez
n
sumele partiale ale seriei, P, = Z frwi, se numesc polinoame trigonomet-
k=—n
rice si lim P, = f in spatiul L?[0,27], sau, echivalent:
n—oo
Jim || P, — f [l2= 0.
Identitatea lui Parseval devine in acest caz:
o [l =l 1 13= Y 1P
2m Jo 2 e
nez
Folosind egalitatea e = cosnt + isinnt,Vt € R, seria Fourier asociata
functiei f se poate scrie sub forma:
a >
5t nz::l(an cosnt + by, sinnt),

unde coeficientii trigonometrici (clasici) a, si b, sunt:

1 2m

an = —/ f(t)cosntdt, Vn >0,
™ Jo
1 2w

by, = —/ f(t) sinntdt, Vn > 1.
™ Jo

Legatura dintre coeficientii fA’n, an Si by, este:

ap — ib, an + iby,

5 fon = 5 , Vn=1,2,...

~ ayg -~
fO = ?7 fn =
Lema lui Riemann afirma ca daca functia f este integrabila, atunci:
lim a, = lim b, = 0.
n—oo n—oo
In legatura cu convergenta punctuala a seriei Fourier, are loc urmatorul
rezultat clasic:



190 CAPITOLUL 6. MASURA SI INTEGRALA

Teorema lui Dirichlet

Daca f : R — R este o functie periodica de perioada 2w, maéasurabila,
marginita, avand cel mult un numar finit de discontinuitéti de speta intai si
avand derivate laterale in orice punct, atunci seria Fourier asociata functiei
f converge 1n fiecare punct € R la

S(F+0) 4 f(z — 0).

In particular, daca functia f este continua (si verifica celelalte ipoteze din
teorema lui Dirichlet), atunci are loc descompunerea:

o
ft) = % + Z(an cosnt + by, sinnt).
n=1

Convergenta uniforma a seriei Fourier
Conditii suficiente pentru convergenta uniforma a seriei Fourier sunt date in
teorema urmatoare:

Daca f : R + C este o functie continua, de clasi C' pe portiuni si
periodica de perioadd 2w, atunci seria sa Fourier este absolut gi uniform

convergenta, iar suma este f.

1 2m
Numarul % =5 f(x)dx este media semnalului f, primul termen
™Jo

aicosx + by sinx
este oscilatia principald (in jurul valorii medii), iar termenul
an cosnt + by sinnt, n > 2

este armonica de ordinul n a functiei f. Perioada armonicei de ordinul n
este 22, iar amplitudinea A, = \/[a,[> + [b,[% conform lemei lui Riemann
rezulta lim A, = 0.
n—oo
In cazul in care functia f are perioada T = 2¢, (¢ > 0), atunci toate
rezultatele de mai sus sunt In continuare adevarate, cu adaptarile core-
spunzatoare; baza ortonormala este

s NTT

{en |n€Z}, cuey(z)=e€"7,

iar coeficientii Fourier sunt:
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20
an, €/ cos—dm vVn=20,1,2,..,

2/
bn Z/ flx sm ,Vn=1,2,.

Teorema lui Dirichlet se scrie:

%(f(w+0)+f(fc— +Z<ancos + by, sinmm> =

an .,V €R.

n=—oo

Identitatea lui Parseval devine acest caz:
|a0|2 2 2\ _ I 2
5+ 2 (o Hal) =5 [ 1P

Evident, toate rezultatele de mai sus raméan adevarate daca inlocuim inter-
valul [0, 2¢] cu orice alt interval de lungime 2¢, de exemplu, [/, {].

Serii de sinusuri si cosinusuri

Fie f : [0,4] — R, o functie integrabila si fie f : R — R, periodicg de
perioada 2¢, definita prin:

ry _ f(x) ) xE[O,E]
f(‘””)—{ fl—z) . ze(-£0)

Daca functia f satisface conditiile teoremei lui Dirichlet, atunci, dezvoltand
f in serie Fourier, rezulta:

S +0)+ f(e—0) = +Zancos Vo e 0.9,

f(0+0 *7+Zana - *50 g am

coeficientii a,, fiind coeficientii Fourier reali asociati functiei f.
Formula de mai sus se numeste dezvoltarea in serie de cosinusuri a lui f.
Analog, daca functia (impara):
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satisface conditiile teoremei lui Dirichlet, atunci dezvoltarea in serie de si-
nusuri a functiei f este:

%(f(:ch 0) + f(z —0)) = i bnsm”lﬁ, Ve (0,0),
n=1

coeficientii b, fiind coeficientii Fourier reali asociati functiei f.

Operatori pe spatii Hilbert
Acesta sectiune continua paragraful din capitolul 2 referitor la operatori
liniari gi continui pe spatii normate.
In continuare (H, <,>) este un spatiu Hilbert, iar £(H) este spatiul Banach
al operatorilor liniari si continui pe H. In legiturd cu dualul unui spatiu
Hilbert, are loc urmatorul rezultat:
Teorema lui Riesz
i. Pentru orice y € H, aplicatia

fy: H—=C, fy(z) =<,y >

este functionala liniara i continua.

ii. Reciproc, daca f este o functionala liniara si continua pe H, atunci exista
y € H astfel incat f = f,.

Adjunctul unui operator

Pentru orice T € L(H), se demonstreaza ca exista un unic operator

T* € L(H) astfel incat:

<Tx,y>=<uz,T"y >, Yz, y € H.

Proprietatile lui 7* (numit adjunctul lui 7") sunt:

i. (@l +B8) =aT*+BS*, Vo, B O, VT, S € L(H).

iil. (T*)*=T,VT € L(H).

iii. (T°'S)* = S*T*,VT,S € L(H).

iv. |T*T ||=||T||?>, VT € L(H).

v. Daca T € L(H) este inversabil, atunci (7T—)* = (T*)~L.

Fie T € L(H) un operator fixat. T se numeste autoadjunct daca T = T*;
operatorul T se numeste unitar daca este inversabil si T~ = T*; operatorul
T se numesgte normal daca TT* =T*T.

6.2 Functii integrabile

1. S& se demonstreze ca urmatoarele aplicatii sunt masuri:
a. Fie X # 0, fie P(X) multimea partilor lui X si fie a € X, un element
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arbitrar fixat. Masura Dirac concentrata in punctul a este, prin definitie:

1 daca ac A

8o : P(X) > [0,00), §4(A) = { 0 daci ad A

b. Masura de numarare pe X este, prin definitie:

cardA daca A este finita
oo daca A este infinita

pie : P(X) = [0,00], pe(A) = {

c. Presupunem in plus ca multimea X este finita. Masura de probabilitate
pe X este, prin definitie:

card(A)

PP(X) = [0,1), P(A) = S

d. Un exemplu remarcabil de masura este masura Lebesgue (pe spatiul R™);
constructia ei este data in capitolul urmator.
Solutie

Se verifica direct axiomele masurii.

2.a. Fie 0, masura Dirac (cf. exercitiului 1) si fie f : X — R. Sa se

demonstreze ca:
| tas. = fa
X

b. Fie p, masura de numarare (cf. exercitiului 1) pe N si fie
f N — R. Sa se demonstreze ca

[ fdue=3 5o

neN

in ipoteza ca seria din membrul drept are o suma (eventual o).
c. Fie P masura de probabilitate (cf exercitiului 1) si fie f: X — R. Sa se

demonstreze ca fa)
mGX
/ fap card(X) -

Solutie
Se aplica definitia integralei, (mai intai pentru functii simple).

3. Fie (X, A, p) un spatiu cu masura si fie f : X — [0,00) o functie

masurabild. S& se demonstreze ca dacad [ fdup =0, atunci f =0 (a.p.t.).
X
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Solutie
Pentru orice n € N , fie

Av={reX; [@)> )

1

Multimile A, sunt misurabile pentru c& A, = f~! ((, oo)) Mai mult,
n

avem:

U Av={zeX; fz)#0}.

neN

Vom demonstra ca pu(Ay,) = 0,Vn € N. Integrand pe A, inegalitatea:
1
— < f(z),Vx € Ay,
n

obtinem (folosim si f(z) > 0):

/f@</f@ 0,

deci pu(A4,) =0,Yn € N. Avem deci:

iz e X f@) #0) = u(|J 4) < 3 ul(An) =

neN neN

4. Fie (a;j)i jen un sir dublu indexat astfel incat a;; > 0,Vi,j € N. Sa
se demonstreze ca:
SDILIED 9p o
ieN jeN JENiEN
Facem mentiunea ca membrii egalitatii pot fi si co.
Solutie
Vom aplica teorema de convergenta monotona. Consideram spatiul cu masura
(N, pe) si sirul de functii

fi: N [0,00), fi(j) = ai;-

Atunci, conform teoremei de convergentd monotona, avem:

/ > fidpe = / fidpie,

iEN iEN
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adica (aplicand exercitiul 2(b)):

DIDIED I

JENEN ieN jEN

5. Functii convexe, inegalitatea lui Jensen
O functie ¢ : (a,b) — R se numeste convexa daca:

P((1 =Nz + Ay) < (1= AN)d(@) + Ad(y), Vo, y € (a,b), VA € [0, 1],
sau, echivalent:

o(t) — ¢(s) _ o) — 4(t)

t—s u—t

,Va<s<t<u<b.

Se demonstreaza fara dificultate ca o functie convexa pe un interval deschis
este continua. Un exemplu remarcabil de functie convexa pe R este functia
exponentiala, ¢(x) = e”.

Inegalitatea lui Jensen Fie (X, A, 1) un spatiu cu masura astfel incat
w(X) = 1sifie a,b € R, a < b. Atunci, pentru orice functie integrabila
f+ X — (a,b) si pentru orice functie convexa ¢ : (a,b) — R, are loc

inegalitatea:
o ([ san) < [ (0o nan
X X
Solutie
t) —
Fie t = fdu € R si fie o = sup M Propunem ca exercitiu
X s€la,t] t—s

inegalitatea:

o(s) > o(t) + a(s —t),Vs € (a,b).

In particular, pentru s = f (x), obtinem:

o(f(z)) > o(t) + a(f(z) —t),Vz € X.

Integrand ultima inegalitate pe X in raport cu masura pu, obtinem:

Jo@enanz [ owdura([ rin-t).

J@enanzo( [ ran).

adica:
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6. Fie (X, A, 1) ca in exercitiul 5gi fie f : X — R, g : X — [0,00),
doua functii integrabile; sa se demonstreze inegalitatile:

a. efxfdug/ el du.
X
b. efxlngdﬂg/xg dy.
Solutie
t

Se aplica inegalitatea lui Jensen functiei convexe ¢(t) = e*.

7. Inegalitatea mediilor
Fie n € N. Sa se demonstreze ca pentru orice numere reale nenegative
1, T3, ..., Ty, are loc inegalitatea mediilor:

< $1—|—$2+...+1‘n‘

1
(.7}1 +xI9 xn)n n

Solutie

Evident, putem presupune ca x1, s, ..., T, sunt strict pozitive.
Fie X = {p1,p2,...,pn} 0 multime cu n elemente si fie

P :P(X)~— [0,00), masura de probabilitate, deci

1,
P({p;}) = g,VJ =1,2,...,n.

Fie f : X — R, f(p;) = Inz; si fie ¢(x) = €®. Aplicand inegalitatea lui
Jensen (sau exercitiul 6a), obtinem:

3

er Dim Fe) < LN ),
’I’L] 1

< $1+$2+...+$n.

adica (zq - g - :L‘n)%
n

8. Inegalitatea lui Holder
1
Fie p > 0 si ¢ > 0 astfel iIncat — + — = 1; p si ¢ se numesc In acest caz
p q

conjugate.
a. Fie (X, A, p) un spatiu cu masura. Atunci, pentru orice functii masurabile
fyg: X —[0,00), are loc inegalitatea lui Holder:

o= (fra)} (Lra)
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b. Fie ay, a9, ...,a, si by, ba, ..., b, numere reale pozitive; atunci:

S =
Q=

arby + agbs + ... + apby, < (af +ab + ...+ ab)r - (b1 + b1 + ... +b2)

Solutie
1 1
a. Fie A = </ fpdu)p si B= (/ qu,u)q. Daca A = oo sau B = oo,
X X

atunci inegalitatea este evidenta. Daca A = 0 sau B = 0, atunci, conform

exercitiului 3, f = 0(a.p.t.) sau g = 0(a.p.t.) si deci fg = 0(a.p.t.) si

inegalitatea este iaragi evidenta. Presupunem acum A, B € (0,00); fie F' =

% §iG = 4. Fiex € X; deoarece F(x) > 0si G(x) > 0, exista s,t € R astfel
s t

incat F(x) = er gi G(x) = ea. Folosind convexitatea functiei exponentiale,

avem:

—_

F(m)G(m):e%SJr%t Sles—i-felt:1
p

P 1 qagy
) F(x)—i—qG().

L}

Integrand ultima inegalitate, obtinem:

1 1 1 1
[ rGaps= [P auss [ Grap= 4=,
X pJX qJXx b q

ceea ce Incheie demonstratia.
b. Se aplica inegalitatea lui Holder pentru un spatiu de probabilitate (a se
vedea demonstratia de la inegalitatea mediilor).

9. Inegalitatea lui Minkovski
Fie p > 1sifie (X, A, 1) un spatiu cu masura; pentru orice functii masurabile
f,g: X —[0,00), are loc inegalitatea:

(forsara (o) + ()

Cazul particular p = 2 este cunoscut sub numele de inegalitatea lui Schwarz.
Solutie
Integrand egalitatea:

(f+9P=f(f+9P " +9(f+9P "

obtinem:

J gy = [ 10 grtans [ gl + gy du



198 CAPITOLUL 6. MASURA SI INTEGRALA

Aplicand inegalitatea lui Holder celor doi termeni din membrul drept al
egalitatii de mai sus, obtinem (alegem ¢ conjugat cu p):

J s g tans ([ fpdu)’l’ (/. (f+g)(”1)qdu>;,§i

/Xg(f+g)p_1du < (/X gpduf </X(f+g)(”_1)qdu>é -

Insumand cele doud inegalititi si folosind egalitatea (p — 1)qg = p, obtinem
inegalitatea:

/X(f+g)pdu < (/X(erg)”du); <(/X f”du)li + (/Xgpdu);> (%)

Folosind convexitatea functiei putere cu exponent supraunitar, ¢(t) = t,

obtinem: )
(‘f;g> < %(fp +9);

ceea ce aratd ca daca membrul stang al inegalitatii (x) este oo, atunci si

membrul drept este co. Putem deci presupune ca / (f + g)Pdp < oo.
X

1
Demonstratia se incheie impartind inegalitatea (x) cu (/ (f + g)pd,u> ‘)
X

10. Sa se studieze convergenta punctuala, uniforma si in norma | - ||; a
sirului de functii .
Jn [07 1] — R, fn(x) = 1+ nz
Solutie
Fie f(z) = 0,Vx € (0,1] si f(0) = 1. Atunci f,, converge punctual la f , dar
nu converge uniform; in norma || - ||1, sirul f,, converge la functia nula:

1 1
I falh= [ 1fa@)de = S n(1+m) 0,
11. S& se demonstreze incluziunile:
(NZ) c *(Z)si L*[0,27] € LYo, 27].

Solutie
Incluziunile rezulta din urmatoarele doua inegalitati:

lz 2 <[l |1, Vo € (2) s
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IF 1l < I £ll2, ¥ F € LT[0, 27).

Prima inegalitate este evidenta:

lo 2= ) < <Z|x<n>\) a2

nez nez

Pentru cea de-a doua inegalitate sa obsevam mai intai ca functia constanta
1(t) = 1 este si in L[0,27] si in L2[0, 27):

1= 1 [la= 1.

Fie acum f : [0,27] — C o functie masurabila (si periodica). Aplicam
inegalitatea lui Holder (exercitiul 8) functiilor |f| si 1; obtinem:

27
| flli= ;ﬂ/o £ 1(t) dt <

< L([irwra) ([Tnopa) <11

12. Fie L'(R) spatiul Banach al functiilor integrabile pe R in raport cu
masura Lebesgue si fie f € L'(R).
a. Si se demonstreze ci pentru orice t € R, functia h(z) = e % f(z) este
in spatiul L!(R).
Putem defini deci:

f:R—C, ft)= /Re*mf(:c) dx.

Functia f se numegte transformata Fourier a functiei f; sa se demonstreze
urmatoarele proprietati:
b. Daci ¢(x) = f(z)e™*, atunci ¢(t) = f(t — s), Vs, t € R.
c. Dacd ¢(z) = f(z — s), atunci ¥(t) = f(t)e ", Vs, t € R.
d. Daci n(z) = f(—=), atunci 7j(t) = f(t),Vt € R.
Solutie
a. Cu notatiile din enunt;:

[0 lh= [ e fa)lde =) £ | < oo,

deci h € L'(R).
b. Fie s,t € R; atunci:

P(t) = /Re_mf(a:)ei“ dr = /Re_m(t_s) flz) de = f(t —s).
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c. Pentru orice t,s € R avem:

O(t) = /Re_mf(:c —§)dx = /R e () du =

_ e—ist /Re—iutf(u) du = €_i5t]?(t),

unde, In prima integrala s-a facut schimbarea de variabila x — s = u.
d. Pentru orice t € R avem:

90 = [ e Fl=a)do =

:/Remf(_x) d;l;:/Re—iﬂUtf(x) dz = f(t).

13. Fie f € LY(R) si fie g(x) = —ixzf(x). Daci g € L'(R), atunci
~ ~\/
functia f este diferentiabila si ( f ) =g.
Solutie
Pentru orice t € R, avem:
ny n 6—ixu -1

lim fltw) = /) =lim [ e ™ f(z) —dax.

u—0 u u—0 JR u
Propunem ca exercitiu inegalitatea:

—ixu
e p—

|€_mf($) Tl <lzf(z)|, Vu #0.

Din ipoteza, functia R o = — xf(z) € R este integrabild gi deci putem
aplica teorema de convergenta dominata a lui Lebesgue:

~ ~

) B Y B Tttt ) W
hm——/R f()(1 )d

u—0 u u—0 u

— / et f(x) (—ix) dz = §(t),
R

ceea ce incheie demonstratia.

14. Fie f € L'(R) o functie de clasi C!(R) astfel incat lim f(z) = 0.

|z| =00

Atunci f' € LY*(R) si f/(t) = itf(t),Vt € R.
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Solutie
Pentru orice t € R, aplicand formula de integrare prin parti, avem:
S8 .
Py= [ e i) do =
—0o0
[e.e]

= i) it / e~ () dz = it J(£).

— 00

6.3 Serii Fourier

15. Sa se demonstreze egalitatile:

. (n+)z nx
S11 I COS 2

14 cosx +cos2x + ... 4+ cosnx = ,

in £
SIH2

«(ntDz . ona
S11 5 S1n 2

sinx 4+ sin 2z + ... + sinnx =

T )
SlIl2

Vne N Vx € R,z #2kn, ke Z.

Solutie

Se inmulteste membrul drept cu 2 sin 3 si se transforma produsele in diferente.
Alta metoda: notdm cu S prima suma si a doua cu T §i calculam S + T
notand z = cosx + isinz, se obtine o progresie geometrica.

16. Sa se dezvolte In serie Fourier functia
f(l’) = |$|7 T e [_ﬂ-aﬂ-])

prelungita prin periodicitate la intregul R.
Sa se deduca apoi suma seriei numerice:

1 1 1

§+37+57+...

Solutie
Functia este continua; calculam coeficientii Fourier reali:

1 /7 2 (7
agz—/ ]:c|d93:f/ rdx =m.
T Jx 7 Jo

1 /™ 2 (r
an:—/ |x|cosn1:dx:—/ xcosnrdr =
0

TJ_r T
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(qosinnal = [ snras)
= —rsinnx| — — sinnxdx | =
m n 0 n .Jo

2 & 2 n
= WCOSWKE o = 7Tn2 ((—1) — ].), Vn Z 1.

1 ™
bn:—/ |z| sinnx dx = 0,¥Vn > 1.
™

™ J—

Rezulta seria Fourier (conform teoremei lui Dirichlet):

oo 2((-1)"—1)
|z| = 5 T > 3 cosnz,Vx € [—m, 7,

n>1
sau, echivalent:

us —4
|lz| = 5+ Z TEm 1P cos(2m + 1)z, Vz € [—7, 7.
m>0

In particular, pentru x = 0, se obtine:

L 1 1. w2
12732 52 7T 87

17. Sa se determine seria Fourier asociata functiei
f(z) =z, Vo € (—m, 7,

prelungita prin periodicitate la R. Notand cu S suma acestei serii, sa se
determine S(z).

Solutie

Din periodicitate, rezulta ca f(—mn) = f(7w) = =, deci functia nu este con-
tinua in punctele k7, k € Z si:

(f(=m4+0)+ f(m—0)) =0.

N |

Calculam acum coeficientii Fourier:

1 ™
Gp = —/ xcosnxdr =0,Vn > 0.

T J—m

™ 2 ™
bn:/ xsmmsdx:f/ rsinnx dx =
- T Jo
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" 1 " 2 n+1
—i—f/ cosnxdr | = —(=1)""", Vn > 1.
n Jo n

2 x
=—| ——cosnx

T n 0
Rezulta seria Fourier:
L 2(—1)m
S(x) = ————— sinnz.

Conform teoremei lui Dirichlet rezulta :

S(z) = f(x), Va € (-7, 7),

iar in punctele £7 rezulta:
(f(=m+0)+ f(m—0)) =0.
(-1

=2
3
|
=2
|
2
|
N

se obtine seria lui Leibniz: Z il

In particular, pentru x = 7,
k>0
18. Sa se determine seria Fourier asociata functiei
2
f(z) =2a% z € (—mmn],
prelungita prin periodicitate la R.
Sa se calculeze apoi sumele seriilor de numere:
1

_1\n—1
DR SE= A St

n>0 n>1 n>1

Solutie
Evident, functia este continua; calculam coeficientii Fourier

1 /7 2
aoz—/ 22 de = =72,
- 3

203

™

1

T
s
I Y A 2 5. 4 [ _
an = — r“cosnr = —zx“sinnxr| — — rsinnrdr =
T J—r nm 0 nm.Jo
4 g 4 . -1)"
= —5-TCosnT _T/ smm:dxzél( 2)
nmw o n’m.Jo n
Evident, b, = 0,Vn > 1. Rezulta dezvoltarea:

2 n
2_ T (-1)
e Y Dhn:
n>1

cosnz, Yz € [0,7].
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Pentru a calcula suma primei serii, particularizam in identitatea de mai sus
r = m; rezulta:
> =T
n? 6

n>1

Pentru suma celei de-a doua serii, luam z = 0; se obtine:

—_1)" 7.‘.2
Z(nQ) ~ 19

n>1

Pentru a calcula suma celei de-a treia serii, scriem mai intai identitatea lui
Parseval pentru seria trigonometrica de mai sus; rezulta:

Lm 4 o ag 2
[ atde = s 13- DYk
T n>1
Se obtine:
1 1 2t 2 7, ) m
Z—:— ——+—/ xidr | = —.
n21n4 16( 9 7w Jo 90
19. Fie a € R*.

a. Sa se determine seria Fourier asociata functiei f(x) = e*, z € (—m, 7).
b. Sa se deduca sumele seriilor de numere:
S st s
n? + a? n? + a?

n>1 n>1

c. Sa se deduca dezvoltarile in serie Fourier ale functiilor ch(ax) si sh(az),
pe intervalul (—m, 7).

Solutie

a. Calculam coeficientii Fourier:

T amw __ ,—am
1/ o2 gy — e ZQSh(aﬂ')

ag = —

T J—m aTm aTm

1 s axr : s

a, = 7/ e cosna do — & (acosnz + nsinn) _
L — 7r(a2—|—n2) .

2ash (am)
=(-1)'"————,Vn>1.
()2

L /m e (asinnr — ncosnx)|”

bp = */ e**sinnxdr = ( 5 5 ) =
T J—m m(a? + n?)

—T
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n_1 2nsh (am)

————, Vn > 1.
(a2 + n2)’ "=

~(-1)

Rezulta formula:

9., 2 2
T 2a nZla +n

0T M ( 1 + Z (=1)" (acosnx — bsinnx)) , Vo € (—m,m).

b. In punctele +7 functia (prelungita prin periodicitate) nu este continua;
in aceste puncte suma seriei trigonometrice este:

2 - 9 - 2

n>1

f(r+)+ f(r—) e 4+e % 2sh(anm) (1 'y a
a’?+n? |’
Din egalitatea de mai sus rezulta suma primei serii cerute:
I w(e™+e ) 1

Z 2 2 _e—am) 942"
Spettn 2a(e?™ —e=97)  2a

Pentru a calcula suma celei de-a doua serii, se ia x = 0 in dezvoltarea functiei
f; se obtine:
(=)™ T 1

Z 24 2 T 92"
=pattn 2ash(am) 2a

c. Din definitie gi din dezvoltarea obtinuta la punctul a, rezulta:

ax —axr
Ch((I.TL‘) — & —
2
h 2a sh
—_ SC(LC:T) + Z(_l)"m cosnzx, Vr € (—7T,7T)-

n>1

Formula de mai sus este adevarata si in £, deorece functia ch (prelungita
prin periodicitate) este continua.

Analog, se obtine:

ax —ax

et —e
h = — =
sh(ax) 5
2n sh
= Z(—l)”_ln;_i_(ag) sinnz, Vo € (—m, 7).
a’>+n

n>1
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20. Sa se demonstreze formula:

T—T sin nx
5 =Y - , Va € (0,27).
n>1

Solutie
Fie f(x) = ™5%, x € [0,27), prelungita prin periodicitate la R; calculam
coeficientii Fourier:

_1/2”71—376[ 1 x2
WET T2 T \T T

1 (7" -2z
ap = — cosnxdr =
T Jo 2

(7 — ) sinnz |*" 1
0 2nm

2m
/ sinnxdr =0,Vn > 1.
0

2nm

1 27 _
bn:—/ T xsinnmdx:
7 Jo 2

2 1

2nm 1
— / cosnrdr = —,Vn > 1.
0 2nm Jo n

—(m — x) cosnz

2nm

Aplicand teorema lui Dirichlet, rezulta:

T—T sin nx
5 =Y - , Vo € (0,27).
n>1

In punctele x = 0 gi = 2« functia f nu este continud; in aceste puncte
seria trigonometrica asociata ei are suma 0.

21. Sa se demonstreze egalitatea:

sin 2nx T oz
n>1

Solutie
Din formula:

™ ; T _ Z SlIlnn.’L" Vi € (O,27r),
n>1

demonstrata in exercitiul precedent, inlocuind pe x cu 2z, rezulta identi-
tatea:

T —2x _ Z sin 2nx

5 ,Va e (0,m).

n>1
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impérgind acum cu 2, rezulta egalitatea ceruta.

22. Sa se demonstreze identitatile:

sin(2n — )z«
Y " = Yz e (0,m)
et 2n—1 4
in(2n —1
P Gl L VA )}
2n —1 4
n>1

Sa se calculeze apoi suma seriei:

1 1+1 1+1
5 7 11 13 7

Solutie

Pentru prima identitate se scad membru cu membru cele doua egalitati
demonstrate in exercitiile 20 si 21; a doua identitate rezulta din prima si din
imparitatea functiei sinus. Pentru a calcula suma seriei numerice date, se ia

r = % in prima egalitate si obtinem:

. Sin(2n—17r
7_2 3
4 1 2n —1
1 1 1 1 ™3
d d ta: 1 —=-4+=-——+ — — ... = ——.
e unde rezulta 5+7 11+13 6

23. Fenomenul Gibbs
In jurul unui punct de discontinuitate al unei functii date, seria Fourier aso-
ciata ei converge doar punctual (nu neaparat uniform). Acest fapt conduce
la un defect de convergenta (aparent paradox) al sirului sumelor partiale
asociat seriei trigonometrice date, numit fenomenul Gibbs. Dam in contin-
uare un exemplu in acest sens.
Consideram restrictia functiei signum la intervalul (—m, ),

-1, z€(-m0)
sgn: (—m,m) — R, sgn(x) = 0, =0
1, z€(0,m)

In exercitiul anterior s-a demonstrat egalitatea:

4 sin(2n — 1)z
Sgn(x) = ;n;l W, Vz e (—7'(',7[')
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Notam cu S, sirul sumelor partiale:

_ 4 " sin(2k — 1)z

— Vo e (—m,m).

T 2:: ho1 o rrelmm

In punctul x = 0 functia sgn nu este continua; seria sa Fourier converge
(conform teoremei lui Dirichlet) la § (—1 + 1) = 0 = sgn(0); convergenta
lim Sn(z) = sgn(z), Va € (—m, m) este punctuala, nu gi uniforma.

n oo

a. Sa se demonstreze egalitatea:

2 [T sin2nt
Sn(x):f/o S 1t V€ (=, ).

s sint

b. S& se arate cd functia Sy, are un maxim in punctul z = - si:

th( >—2/ SINE 11,1789,
n—oo 2n TwJo t

c. 5S4 se calculeze

lim
n—oo

Sh <27;> - sgn(0+)‘ :

Solutie
a. Calculam mai intai suma

A=cosx+cos3x+...+cos(2n — 1)z, Va # kr, k € Z.

Pentru aceasta, consideram si suma B = sinx +sin 3z + ... +sin(2n — 1)z si
calculam:
A+1iB =
= (cosx +isinz)+ (cos3x +isin3z)+ ...+ (cos(2n — 1)z +isin(2n—1)z) =
z=—1

unde am notat z = cosx + ¢ sinx. Dupa calcule, rezulta:

A+iB=" x(cosm:+isinmc),
sin x
si deci:
in 2
cosz + cos 3z + ... + cos(2n — 1)z = o nx’ Vo #kr, keZ

2sinx
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Integrand de la 0 la z, rezulta:

i n(2k — 1)z /9C sin 2nt gt
S 2k—1  Jo 2sint

sau, Inmultind cu %:

2 2nt
&@:—Asmnd\MG( 7).

™ sint
b. Din cele demonstrate la punctul precedent rezulta ca

S (z) = 2sin 2nx
Tsinz

§i deci 5. este punct critic al lui Sy; intr-o vecinatate a lui 5 avem:

S (z) = 2sin 2nz S0,z < 17
Tsinx 2n
S (z) = 2sin2nz <0, :c>—
Tsinx 2n

Rezulta ca z = o este punct de maxim al functiei S,.
Calculam acum:

T 2 [32n sin2nt 2 [T sinu du 1 /™ sinu
&14,:7/ el /4447 zf/gfjfm.
2n 7 Jo sint 0 sin(5%) 2n nJo sin(5%)

lim S, ( )—2/ Smudu.
n—00 2n TJo u

Ultima integrala se aproximeaza dezvoltand functia sinus in serie de puteri:

T sinu ™ (=)™ 5,5
du = / — " du =
S o= (z BT

_ (—1)” 21 ™ B (_1)nﬂ.2n—1
_n; (2n —1)!(2n — 1) 0 _T;(QHI)!(in)'

Rezulta:

Seria fiind alternata, eroarea este mai micd decdt primul termen neglijat.
Cu o eroare mai mica decat 1073, se obtine

lim S, (”) ~1,1789.
2n
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c. Rezulta: lim
n—oo

S, (;;) - sgn(()—i—)‘ ~0,1789.

24. Sa se dezvolte in serie Fourier functia:

[0, ze(-20
f(.’E)—{; , JJE(O,Q] )

prelungita prin periodicitate (perioada 4) la R.
Solutie
Cu notatiile uzuale, £ = 2 gi deci coeficientii Fourier sunt:

1 /2 1 (22 1

" _1/2xcosn7rxd 0 dacid npar, n>2
"2y 2 2 —ﬂan daca nimpar, n > 1
1 (22 . nrx —1)n1
bn:§0§sm 5 dx:( 7r)n , Vn > 1.

Rezulta dezvoltareas:

+ Z (ancos + by, sin n72r:£> = f(z),Vz € (-2,2),

n>1

deci:

PN

n Z <_ 2 cos (2n — 1)mz n (=)t <in n?‘(‘l‘) _

w2(2n —1)? 2 ™m 2

o, ze (=20
1 5, ze(0,2)

In particular, pentru z = 1 rezultd identitatea (obtinuta gi in exercitiul 17):

(_1)n—1 B T
2 n—1 4

n>1

In x = 2 functia nu este continua, deci seria Fourier nu converge in acest

2— 2 1
punct la f(2) = 1, ci, conform teoremei lui Dirichlet, la f()—;f(—i_) =3
rezulta identitatea (obtinuta si in exercitiul 16):

1 T
2 2n—12 8§

n>1
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25. Fie functia f : [0,7] — R, f(z) = x.
a. Sa se dezvolte f in serie de cosinusuri.
b. Si se dezvolte f in serie de sinusuri.
Solutie
a. Calculam coeficientii dezvoltarii in serie de cosinusuri (coeficientii Fourier
ai prelungirii pare a functiei f la intervalul (—m,7)):

2 ™
aoz—/ rxdr =,
0

T
2 (7 2x sinnx|™ 2 [T
an:—/ rcosnrdy = ————| — — sinnz dxr =
7 Jo ™ o nmJo
201" —1
n2mw

Rezulta dezvoltarea In serie de cosinusuri:

s 4
x_§_zw(2n—1)2

n>1

cos(2n — 1)z, Vx € [0, 7],

egalitatea fiind adevaratd in punctele x = 0 si * = 7w deoarece prelungirea
para este continua.
b. Calculam coeficientii dezvoltarii in serie de sinusuri (coincid cu coeficientii

Fourier ai prelungirii impare a functiei f):
™ 1 e
+ f/ Cosn:nd:v) =
o nJo
2(_1)n71

=27 vn> 1.
n

T
. 2 1
b, = — rsinnrxdx = — [ ——x cosnx
7 Jo T n

Rezulta dezvoltarea in serie de sinusuri:

e Z 2(_1)n71

sinnz, Vo € [0,7).
n>1 n

26. Fie a € R*; sa se dezvolte functia f : [0,7) — R, f(z) =
a. in serie de cosinusuri;
b. in serie de sinusuri.
Solutie
Se calculeaza coeficientii (a se vedea si exercitiul 19) si rezulta dezvoltarile:

ar _ 1

eax:e +Z

am w1

2a((—1)"e™ — 1)
m(a® + n?)

cosnz Vx € [0,m).
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2n(1 — (=1)"e™)
m(a? + n?)

6[127:§

n>1

sinnz, Yz € (0,7).

27. Sa se determine coeficientii Fourier complecsi (spectrul in frecvent?)
ai functiei de perioada 2,

f(t)y=éll t € [-m,x.

Solutie

Pentru orice n € Z, coeficientii Fourier sunt:

Fomgn [ f0 =

0
_ i /7T eltlg—int g1 1/ e—t(+in) gz + i /ﬂ’ et=in) gy —
27T —TT 27T —Tr 27T 0

0 1 T
+ 76t(1+m)

_ _7167t(1+in)
27(1 —in)

-~ 271(1 +in)

0

—Tr

_ m (insh(m) + ch(m) + (~1)"*1).

28. Sa se determine coeficientii Fourier complecsi si seria Fourier pentru

functia periodica
-1, € (—m0
Fla) = { 1 i

Solutie
Calculam coeficientii Fourier; evident, fo = 0. Pentru n € Z*, avem:

1 o T
fn=— (—/ et qt +/ et dt) =
2T —r 0

_ 1 <e—mt’°ﬂ — eﬂ“‘”) _ v (-1)" —1).

© 2rwin 0

Din teorema lui Dirichlet, rezulta:

A A —92 A
3 fopae@ Dt = 3" T DTy e (<, 0) U (0, 7).
=7 = (2n+ )7

29. Sa se determine seria Fourier complexa a functiei de perioada 27:

T 2

fa)=3

5 " I z € (0,27].

gk
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Sa se demonstreze ca seria converge uniform pe R.
Solutie
Calculam mai Intai coeficientii Fourier; pentru orice n € Z*:

~ 1 (27 [z z? ine
= — _— — - d =
I 21 Jo < 2 471') © v

1 1\ i 1 /1 z\
_ L4 R inx
2m'n/0 (2 27r> ¢ T o2 (2 271') €

juy

Prin calcul direct, fo =3

Functia f este continua, periodica si de clasa C! pe portiuni (functia nu este
de clasa C! in punctele 2km, Yk € Z), deci seria Fourier asociati converge
uniform la f pe R:

2 1

0 2mn?’

4 1 e x oz
z —2_2 VzeR
6+nZ omn? © 2 4r 7

6.4 Operatori pe spatii Hilbert

30. Fie T € £(C™) cu matricea asociata (in baza canonica) Mz = (a;j)i ;-
a. Sa se demonstreze ca matricea adjunctului 7 este Mrp» = (b;;);j, unde,

bij = aj;, Vi,j € {1,2, ,n}

b. Sa se demonstreze ca operatorul T este autoadjunct daca si numai daca
aj; = aj;, Vi,j € {1,2,...,n}.

c. Sa se demonstreze ca operatorul T este unitar daca si numai dacd My
este matrice ortogonala.

Solutie

a. Fie {ej,e9,...,e,} baza canonica din R"; atunci, din definitie,

ajj =< Tej,el- > Vi, j € {1,2, ,n}
Pentru orice i,j € {1,2,...,n}, avem:
bij =< T*ej,ei >=< ¢4, (T*)* e >=< ej,Tei >= < Tei,ej > = ajj.

Celelalte afirmatii sunt consecinte directe ale definitiilor si ale punctului a.

31. Fie (H, <,>) un spatiu Hilbert si fie T € L(H).
Notam Ker(T') si Im(T") nucleul si, respectiv, imaginea operatorului 7T":

Ker(T)={zxe H | Te =0}, Im(T) ={Tz | x € H}.
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Sa se demonstreze egalitatile:

a. Ker(T) = (Im(T*))™*.

b. Im(T) = (Ker(T*))™*.

Solutie

a. Fie z € Ker(T) si fie y € H; atunci:

<Try,z >=<y,Tx >=0

si deci 2 L Im(T*). Pentru incluziunea inversi, fie z € (Im(7*))*; atunci,
pentru orice y € H, avem:

<Tz,y>=<uz,T"y>=0

si deci Tx = 0, adica z € Ker(T).
b. Este o consecinta a egalitatii (7T%)* = T si a egalitatii de la punctul a.

32. Operatorul diagonal
a. Si se demonstreze ci pentru orice a € £°°(Z) si pentru orice x € £2(Z),
sirul produs ax : Z — C, (ax)(n) = a(n)z(n) este in spatiul £2(Z2).
b. Fie a € £>°(Z); sa se demonstreze ca operatorul:

Dy : 02(Z) +— 13(Z), Doz = ax

este liniar gi continuu §i || Dy ||=|| @ ||co - Operatorul D, se numeste opera-
tor diagonal.

c. Sa se calculeze adjunctul operatorului D,, si sa se caracterizeze operatorii
diagonali autoadjuncti si cei unitari.

d. Sa se demonstreze ca D, este inversabil daca si numai daca:

a(n) #0,Vn € Z si 0 nu este punct limita al sirului «,

sau, Intr-o formulare echivalenta, 0 & {a(n) | n € Z}, unde, bara inseamna,
in acest caz, inchiderea (in C') a multimii respective.

e. Si se determine spectrul operatorului diagonal.

Solutie

a. Pentru orice a € (*°(Z) si o € £2(X), avem:

laz o= [ la(m)z(m)? <[l a o || 2 |2,
nez

deci ax € (*(Z).
b. Liniaritatea este imediata. Din inegalitatea:

| Doz lla= [ > la(n)z(n)? <[l a||o || = [|2,
nez
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rezulta ca D, este continuu si in plus || Dy ||<|| @ [|co -
Pentru a demonstra inegalitatea inversa, fie, pentru orice m € Z, sirul

0:Z—C, op(n)=19,,

unde, ;! este simbolul lui Kronecker.
Evident, || on, ||2= 1 §1 Daoy = a(m)op,; rezulta:

la(m)| =|l a(m)om [l2=]| Daom [l2<[| Do ||| om [l2=I] Da | -
Din inegalitatea obtinuta, luand supremumul (dupa m € Z), rezulta:

sup [a(m)| <[ D ||,

meZzZ
si deci [| & [oo <[ Da || -
c. S& notam @ sirul definit prin @(n) = a(n), ¥n € Z. Pentru orice siruri
z,y € (2(Z), avem:

< Dary>= > alwaln)yin) =
= Z z(n) (My(n)) =<uz,oy >=< 1z, Dgy >,

ceea ce arata ca D}, = Dg. De aici rezulta urmatorele caracterizari:
D, este autoadjunct < a(n) € R, Vn € Z.

D, este unitar < |a(n)|=1,Vn e Z.
d. Sa presupunem mai intai ca girul a € ¢°°(Z) are proprietatile din enunt,
adica:
a(n) # 0 si 0 nu este punct limita al lui «a.

Rezulta ca girul definit prin:

1
Z=C, B(n)=——
§ 5 = oo
este marginit, deci putem considera operatorul Dgz = Sx. Rezulta imediat
ca Dg este inversul lui D, deci D, este in acest caz inversabil i D e Dg.
Reciproc, si presupunem acum ci operatorul D, este inversabil si fie D1
inversul sau; atunci:

Oy = D;l (Dyoy) = D;l (a(n)oy,) = a(n)D;lan,
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deci )
D;lan = ——0,, Vne Z.

a(n)

Considerand normele ambilor membri in egalitatea de mai sus, obtinem:

1 _ _ _
I —on ll2=l D3 o 2 < || DI [l on ll2=]l DI |-

a(n)
Rezulta deci ca girul é este marginit:
1
— | <|| Dt
o] <1 2E
ceea ce Incheie demonstratia.

e. Fie A € C si fie 1 girul constant 1; aplicind rezultatul de la punctul
anterior operatorului D, — A\l = D,_1, rezulta:

A€ o(D,) & In € Zcul=a(n)sau A este punct limita al lui «.

In concluzie, 0(Dy) = {a(n) | n € Z}, bara desemnand inchiderea.

33. Fie H un spatiu Hilbert si fie T € L(H). Sa se demonstreze
implicatia:
A€ op(T) = Neo(T).
Solutie
Daca A € 0,(T™*), atunci , prin definitie, exista © € H,  # 0 astfel incat
T*x = Az ; avem deci (aplicam exercitiul 31):

{0} # Ker(M — T*) = (Im((M — T*)*))* = (Im(A\I — 7))+,

ceea ce aratd ca Im(\ —T) # H , deci operatorul A\I —T nu este surjectiv;
rezulta A € (7).

34. Operatorul de translatie unilateral
Pe spatiul Hilbert £2(N) consideram operatorul:

V:3(N) — *(N), (Vz)(0) =0si (Va)(n) =z(n—1), Vn > 1.

Este evident ca definitia este corecta (Va € (2(N)). Operatorul V se
numeste operatorul de translatie unilateral. S& se demonstreze urmatoarele
proprietati:

a. V este liniar i continuu.
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b. V este o izometrie: || Vz ||o=| z ||l2, Vx € 2(N).

De aici rezultd, in particular, ca || V ||=1.

c. V nu este operator inversabil (nu este surjectiv).

d. (V*2)(n)=z(n+1),Vz € P(N),¥Yne N si | V*|=1.

e. V*V =1 dar VV*#£ 1.

f. Operatorul V' nu are valori proprii: o,(V)=10.

g. op(V)={AeC; |\ <1} si o(V)=0(V*)={AeC; |\ <1}

In legatura cu afirmatiile de la punctele b gi ¢ sa observam ca pe spatii
finit dimensionale nu exista endomorfisme injective care sa nu fie surjective
( de fapt operatorul V este mai mult decat injectiv, este o izometrie);
dimpotriva,in cazul finit dimensional orice operator injectiv este si surjectiv
(in plus, orice izometrie este operator unitar). Este de asemenea de retinut
faptul ca V nu are valori proprii, in timp ce in cazul unui operator definit
pe un spatiu finit dimensional spectrul este format numai din valori proprii.
Solutie

Prin definitie, V' actioneaza astfel:

2(N) 3 z = (2(0), z(1),2(2),..) = (0,2(0),2(1),..) = Va € £*(N).

a,b,c. Liniaritatea o lasam ca exercitiu. Este evident (din schema de mai
sus) ca || Va |l2=[| x ||2, si deci V este izometrie. Operatorul V' nu este
surjectiv deoarece Im(V) = {z € £2(N); z(0) = 0} # ¢*(N) de exemplu,
nu existd x € (2(N) astfel incat Vo = o,.

d. Pentru orice z,y € (?(N) , avem:

<Vay>=) (Va)(n)y(n) = Y_a(n—1)y(n) = Y x(n)y(n +1),
n=0 n=1 n=0

ceea ce arata ca adjunctul lui V' este:

C(N) 3y = (y(0),y(1),y(2),..) = V*y = (y(1),y(2),y(3),..) € *(N).

Este evident ci pentru orice z € (2(N) avem | V*z [2<|| = ||2 ,deci
| V*||<1.Dar || V*oq |la=|| 0o |[2=1, deci || V*||=1.

e. Este clar c& V*V = I ; dar, pentru orice = € £2(N) cu proprietatea ca
z(0) #0, avem VV*z # x.

f. Aratam acum ca V nu are valori proprii. Fie , prin absurd , A € C
astfel incat existda x € £2(N), x # 0, cu proprietatea Va = Az , adica:

(0,2(0),z(1),2(2),...) = (A\x(0), Ax(1), Az(2), ...).

De aici rezulta x(n) =0, Vn € N, contradictie cu x # 0.
Am demonstrat deci ca op,(V) = 0.
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g. Deoarece ||V ||=| V* ||=1, rezulta ca spectrele operatorilor V si V*
sunt incluse In discul unitate inchis. Vom arata mai intai ca

op(V)={reC; |\ <1}
Din egalitatea V*r = Az, rezulta:
(2(1),2(2),2(3), ...) = A (0), A (1), A2(2), ..,

si deci z(n +1) = A"z(0),Vn € N . Daca z(0) =0, atunci = = 0.
Rezulta deci ca vectorii proprii « asociati valorii proprii A sunt de forma:

z = (2(0), \z(0), A%2(0), \*x(0), ...) , cu conditia x(0) # 0.

Exista insa restrictia z € £2(N), ceea ce este echivalent cu |\ < 1. Am
demonstrat deci ca:

op(V) ={Ae ;|\ < 1}.

Din exercitiul anterior, rezultd ci (V) 2 o,(V*). In concluzie, spectrele
operatorilor V' gi V* contin discul unitate deschis si sunt continute in dis-
cul unitate inchis. Cum spectrul este multime inchisa, rezulta ca spectrele
celor doi operatori sunt egale cu discul unitate inchis.

35. Fie H un spatiu Hilbert si fie T € L(H). Multimea
opa(T)={A€C |3z, e Hecu ||z, ||=1,Vne Nsi lim (M —T)x, =0}
n—oo

se numeste spectrul punctual aproximativ al lui 7. Sa se demonstreze in-
cluziunile:
o5(T) C (1) € o(T).

Solutie

Pentru prima incluziune, fie A € o0,(7T) si fie z € H un vector propriu
de norma 1 asociat lui A. Atunci sirul constant x, = x, Vn € N satis-
face conditiile: || zp, [|[= 181 (M —T)zp, = 0,Vn € N, deci A € op0(T).
Incluziunea 0,,(T) € o(T') se demonstreaza prin reducere la absurd: pre-
supunem ca A € 0pa(T") si A € o(T'). Atunci exista un sir x,, cu proprietatile
| xn |=1,¥n € N si nli_{go()\l — Tz, = 0; de asemenea, exista operatorul
(M — T)~1. Aplicand acest operator egalitatii nh_)ngo (M —T)zy, = 0, rezulta

lim z, = 0, contradictie cu || z,, ||=1,Vn € N.
n—oo
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36. Fie H un spatiu Hilbert si fie T € L(H).
a. Daca T este inversabil, atunci o(T~!) = {\~1 | A€ o(T)}.
b. Daca T este unitar, atunci o(T) C {A € C' | |\ =1}.
Solutie
a. Egalitatea ceruta este echivalenta cu dubla implicatie:

AeC\o(T)e X teC\ o(T™).

Fie A € C'\ o(T), A # 0; atunci exista (A —7T)~! si, in plus, el comuta cu
T, deci:

I=MN-TYMN-T) =@ - XDXT\-T)"' =
= (T ' =X (M -T)" AT,
ceea ce arati ca operatorul A™1J — T~ este inversabil, deci:
AMleo\o(T™).

Implicatia inversa rezulta datoritd simetriei intre 7" si 7—'. Demonstratia
se incheie observand ca 0 € (C'\ o(T)) N (C\ o(T71Y)).

b. Presupunem ca T este operator unitar, deci T* = T~
mai intai ca | T ||= 1:

1 Demonstram

1T =) 77" ||=] I |= 1.

Evident, din egalitatea (adevarata in general, nu numai pentru operatori
unitari), (7%)~! = (T~1)*, rezulta ca si T~! este operator unitar, deci

IT=IT7"|=1.

Fie acum A € o(T'); conform punctului precedent, rezulta ci A\=! € o(T71).
Dar (M <||T ||=1si |\ || T ||=1, deci || = 1.

37. Operatorul de translatie bilateral
Pe spatiul Hilbert ¢?(Z) consideram aplicatia:

W :3(Z) = 2(Z), Wz)(n) =x(n—1),Vn € Z.

W' se numeste operatorul de translatie bilateral. Sa se demonstreze urmatoarele
proprietati:

a. W este liniar si continuu.

b. Adjunctul lui W este (W*z)(n) =z(n+1), Vn € Z.
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c. W este operator unitar: WW*=W*W =1 ;

in particular, || W ||=| W* |=1.

d. Operatorii W gi W* nu au valori proprii.

e. o(W)=0p(W)=0W*)=0p,(W*)={XeC;|N=1}
Reamintim ca o, este spectrul punctual aproximativ (cf. exercitiul 35).
Solutie

a. Liniaritatea este imediata; continuitatea rezulta din relatia evidenta:

I W ll2=[ |2 -
b. Pentru orice , y € (?(Z), avem:

<Wa,y>=> x(n—1y(n) =Y a(n)yln+1),
nez nez
si deci intr-adevar (W*z)(n) =x(n+1), Vn € Z.
c. Egalitatile WW* = W*W =1 sunt evidente.
d. Vom demonstra ci W nu are valori proprii (analog se arata si pentru
W*). Presupunem prin absurd c& existds A\ € C si x € £2(Z), 2 # 0 astfel
incat Wz = Az, adica

z(n—1)=Xz(n), Vn € Z.

Rezulti deci ca x(n) = A™"z(0),Vn € Z. Dar z € (?(Z) si deci seriile

geometrice:
0

[e.e]
Yo 2O s Y |2(0) P
n=-—00 n=0
trebuie sa fie simultan convergente; acest lucru este posibil numai daca
z(0) =0, adica x = 0, contradictie.

e. Spectrele operatorilor W gi W* sunt incluse in cercul unitate pentru ca
sunt operatori unitari (exercitiul 36).

Demonstram ca spectrul punctual aproximativ al lui W este egal cu cercul
unitate. Fie \ = e si fie x, € £2(Z), sirul definit prin:

xn(k) = (2n + 1)_%€_ikt pentru |k| < n six,(k) = 0 in rest.
Propunem cititorului sa arate ca ||z, |[[2=1 si:
Jim || (AT = W)y 2= 0.

Analog se calculeaza gi opo(W*). Cum o(W) si o(WW*) sunt incluse in
cercul unitate, demonstratia este incheiata.
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38. Operatorul integral
Fie spatiul Hilbert (L2[0,1], | |l2) al functiilor de patrat integrabil pe in-
tervalul [0, 1] in raport cu méasura Lebesgue. Fie K : [0,1] x [0,1] = C o
functie de patrat integrabil pe [0, 1] x [0, 1] si fie:

1 rl
| K = \/ |18 @) ey,

a. Si se demonstreze c& pentru orice functie f € L2[0, 1], functia g definita
prin egalitatea:

o) = [ Kz, )y

este in L2[0, 1].
Rezulta deci ca putem defini aplicatia:

Tk : L?(0,1) — L*(0,1), (Tx f)(z) = /OIK(x,y)f(y)dy-

Operatorul Tk se numeste operatorul integral definit de nucleul K .

b. Sa se demonstreze ca Tk este liniar si continuu si || Tk [|<|| K |2 -

c. Fie Tk si Ty doi operatori integrali cu nucleele K si respectiv H .

Sa se demonstreze ca operatorul TxTy este operator integral gi are nucleul
definit prin G(z,y) = f01 K(x,z)H(z,y)dz, deci:

Tctnn@ = [ ([ KB fw

In cazul particular K = H , obtinem:

(T2 f)(x) = /01 (/01 K(x, z)K(z,y)dz) dx.

d. Daca sirul de nuclee K,, converge in spatiul Hilbert L?([0,1] x [0, 1])
la functia K, atunci sirul de operatori integrali Tk, converge in spatiul
(£ (L?0,1]) , | ]1) la operatorul integral Tk.

e. Adjunctul operatorului Tk este operatorul integral T, cu nucleul

K(z,y) = K(y,z)

In particular, Tk este autoadjunct daca si numai daca nucleul K are pro-
prietatea K(z,y) = K(y,z) ( un astfel de nucleu se numesgte simetric).



222 CAPITOLUL 6. MASURA SI INTEGRALA

Solutie
a. Avem (folosim inegalitatea lui Schwarz):

2
dz <

lol= [ | [ Ke.wrw) ay

< [ [ 1Krar) ([ 156Pay) e =1 £ I3IK .

b. Liniaritatea este imediata; continuitatea rezulta din punctul precedent
siinplus || Tk <[] K |2-
c. Pentru orice f € L?[0,1], avem:

(TTuf)@) = [ KGep) T f) iy =

- /01 /01 K(z,y)H(y, 2)f(2)dzdy = /01 (/01 K(m’y)H(y,Z)dy> f(z)dz =

_ /01 Gz, 2) f(2)dz = (T f)(@).

d. Demonstratia este o consecinta imediata a inegalitatii dintre normele
operatorului integral si a nucleului sau:

I T, — T [|<|] K — K [l2— 0.

e. Pentru orice f,g € L?[0,1], avem:

1 -
<Ticfg>= [ (Txp)a)gla)de =

0
B /o1 <f(y) /01 K(z, y)g(:v)dx> dy =

= [ 5[ K opoterte )y =< 5,70 >

39. Operatorul Volterra
Un operator integral Tk (a se vedea exercitiul precedent) se numeste oper-
ator de tip Volterra daca nucleul K are proprietatea: K(x,y) =0, Ve <y.
Rezulta ca un operator Volterra este definit prin:

(T )a) = | K () f()dy, Vf € L20,1].
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Analogia cu teoria matricelor este evidenta: operatorii de tip Volterra sunt
analogul operatorilor asociati matricelor inferior triunghiulare. Se gtie ca
daca o matrice A este strict inferior triunghiulara, atunci ea este nilpo-
tenta, adica exista m € N astfel incat A™ = O. Scopul acestui exercitiu
este de a demonstra o proprietate asemanatoare gi pentru operatorii Volterra
definiti de nuclee marginite; o consecinta va fi calculul spectrului unui astfel
de operator.

Fie K € L?([0,1] x [0,1]) un nucleu Volterra marginit, deci || K ||oo< 00;
atunci, operatorllﬂ Volterra asociat, Tk , are proprietatile:

a. lim (| T% )" =o.

b. o(Tx) = {0}; un operator cu aceasta proprietate se numeste cvasinilpo-
tent.

Solutie

a. Vom demonstra mai intai ca produsul a doi operatori de tip Volterra Tk
si Ty este un operator de acelasi tip. Tinand cont de cele demonstrate in
exercitiul precedent (punctul c), este suficient sa aratam implicatia:

K(z,y) =H(z,y) =0,V <y = G(z,y) =0, Vo < g,

unde, conform exercitiului precedent (punctul c):
1
G(z,y) = /K(:p,z)H(z,y)dz.
0

intr—adevér, dacd x <y, atunci orice z € [0,1] trebuie sa verifice cel putin
una din inegalitatile: =z < z sau z < y; in primul caz, avem K(z,z) =0,
iar in al doilea H(z,y) =0, deci oricum G(z,y) =0. Daca z > y, atunci:

Gay) = [ K H ).
Sa presupunem acum ca H = K gi sd notam in acest caz
Ka,) = G,y = [ Ko 2)K )i
si in general pentru n € N:
KMz, y) = /01 K(z,2) K 1(z,y)dz.
Pentru orice 0 <y <z <1, avem:

KBz, y)| = /ny(SU,Z)K(Zvy)dZ <|| K % (z — v).
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Prin inductie rezulta ca pentru orice n € N si y < x, avem:

K |5 1 LK
K[n] < || 0 . \n—1 o0
|K" (z,y)| < (n— 1)!(33 y)" < (= 1)
Rezulta deci ca:
n |k n v K s
(7% < (1K o)™ < - — 0,
(n—1)=

pentru n — 0o, ceea ce incheie demonstratia.
b. Reamintim ca raza spectrala a unui operator T  este:

v(T) =sup{]A|; A € o(T)} = lim | 7" || .

Din definitia razei spectrale rezultd in mod evident ca daca r(T) = 0,
atunci o(7) = {0}. Din cele demonstrate la punctul precedent, rezulta
ca r(Tg) =0, deci o(Tx) = {0}.

40. Fie L°[0,2n] spatiul Banach al functiilor esential marginite cu
norma || - ||ec-
a. Si se arate ca pentru orice ¢ € L*°[0,27] si f € L?[0,27], functia produs
of este in L?[0,27].
b. Pentru orice ¢ € L*°[0, 2], fixata definim operatorul:

Mg : L?[0,21] — L?[0,2n], My(f) = ¢

Sa se demonstreze ca My este operator liniar si continuu.

Operatorul My se numeste operatorul de Inmultire cu functia ¢.

c. Sa se demonstreze ca || My [|=|| ¢ [|co-

d. Sa se demonstreze cd M = Mg, unde, d(t) = o(t), Vt € [0,27]. Sa se
caracterizeze apoi operatorii de inmultire autoadjuncti si cei unitari.
Solutie

a. Pentru orice ¢ € L>[0,2n] si f € L?[0,2x], avem:

2m
I ¢f ll2= \//0 @) f()[2dt <[l ¢ lloo || f [l2< o0

b. Liniaritatea aplicatiei My este evidenta; continuitatea este echivalenta
cu existenta unei constante £ > 0 cu proprietatea

| Mof o< & || f ll2, ¥f € L*[0, 27].
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Din calculul facut la punctul a, rezulta ca putem lua k =|| ¢ ||, ceea ce
incheie demonstratia.
c. Prin definitie, norma || My || este:

| My ||=inf{k > 05 | Myf [l2< k|| f ||z, Vf € L?[0,2x]}.

Inegalitatea || My ||<|| ¢ || a fost demonstrata la punctul b; demonstram
acum inegalitatea inversa. Pentru orice n € N consideram multimea:

An={t € 0,205 16| 2] 6 oo — )

Din definitia normei || - || rezulta ca masura Lebesgue a multimii A, este
nenula (si finita, deoarece masura intregului cerc este finita). Fie y,, functia
caracteristicd a multimii A,; evident y,, € L?[0, 27] si:

| MyXn [l2= \//027r ()X (1) |2dt >

> \//0 (161 ~2) txat0Par 2 (16l =2 ) I s, v <

Rezulta inegalitatea:

1

deci || My [[Z]| ¢ ||oo -
d. Daci f,g € L?[0,2n], atunci:

<Myfg>= o [0t 50) 910 di =
= o [ 50 G gt0) de =< £, 05 >,

si deci (Mg)* = Mgz. Rezultd imediat urmétoarele caracterizdri:
My este autoadjunct daca si numai daca ¢(t) € R,Vt € [0, 27].
My este unitar daca si numai daca |¢(t)| =1, Vt € [0, 27].

41. In spatiul Hilbert L2 [0, 27] consideram submultimea:

H?[0,27] = {f € L?[0,27] | f, =0, Vk € Z, k < —1}.
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a. Si se demonstreze cd H2[0,27] este subspatiu vectorial in L2[0, 27].

b. Si se demonstreze ci H?[0,27] este subspatiu inchis in L2[0, 27].

c. Fie functia wi(t) = €, Vt € [0,27] si fie M,, operatorul de inmultire
cu functia wi: My, f = w1 f,V f € L*[0,2n] (cf. exercitiului precedent). S#
se demonstreze ca H2[0, 27] este subspatiu invariant pentru operatorul M,,,
adica M, h € H?[0,2x], Vh € H?[0,27].

Solutie

In acest exercitiu (si In urmatorul) vom nota coeficientii Fourier ai unei

~

functii f cu f(n).
a. Pentru orice f,g € H?[0,27] si a, B € C, avem:

~

(af + Bg) (k) = o f (k) + 53(k) = 0.k € Z,k < ~1,
deci H?[0,27] este subspatiu in L2[0.27].
b. Fie f, € H?[0,2n] un sir de functii si fie f € L?[0,2x]. Trebuie si
demonstram ca daca f,, converge in norma || - ||2 la f , atunci f € H2[0, 27].
Pentru aceasta, fie k € Z, k < —1; calculam:

~ 1 2w )
flk) = — F(t)e Htdt =
27 0
o ) 2 )
- 217T~/() eilkt(f(t) B fn(t))dt + 2],-7.‘./0 fn(t)eilktdt =
2w )
- 217r/0 e M (f(t) = fu(t)) dt.

Ultima integrala tinde la 0 cand n — oo :

[ e G sana < [

=27 || fo—f Hl < 27 || fn_f||2_>0>
unde, ultima inegalitate a fost demonstratd in exercigiul 11.
Rezultd f(k) =0,Vk € Z,k < —1, si deci f € H?[0,27].
c. Fiek € Z k < —1si h € H?0,2n]; atunci:

M (falt) = F(1))] dt =

1 2

(Mo, h)(k) = — [ h(t) el e ¥ qt =
21 Jo
1 2 . .
=— [ h@t)e* Vgt =h(k-1)=0,
21 Jo

ceea ce Incheie demonstratia.
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42. FieW : (2(Z) — (*(Z), (Wz)(n) = z(n—1), operatorul de translatie
bilateral (a se vedea exercitiul 37) si fie, pentru orice k € Z, operatorul:

(Wkz)(n) = z(n — k), Vo € (2(Z).

Fie, pentru orice k € Z functia w(t) = e, V¢ € [0, 27] si fie M, operatorul
de inmultire asociat, adica (cf. exercitiului 40):

(M F)(t) = wi(t) f(£) = €™ f(1), ¥f € L?[0, 2q].
Sa se demonstreze egalitatea:
(M, f)(n) = (WFF)(n),V f € L*[0,2x], Vk € Z, Vn € Z.

Solutie
Cu notatiile din enunt, avem:

1

T 2r

OGP0 = 5= [ enl) e it =

1 2 . R R
=g [ I I bt = fin— k) = (W)

ceea ce Incheie demonstratia.
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Capitolul 7

Integrale duble si triple

7.1 Notiuni teoretice

Masura Lebesgue
Fie R* spatiul euclidian k-dimensional gi fie —oco < a; < b; < o0,
Vi=1,2....k. Un paralelipiped in R¥ este orice multime de forma:

P = {(.7}1,.1‘2, ,.I‘k) | a; <z < bi, Vi = 1,2, ,k‘}

Inegalitatile nestricte pot fi inlocuite si de inegalitati stricte. Prin definitie,
multimea vidi si R* sunt paralelipipede.
Masura (Lebesgue) a unui paralelipiped este definita prin:

p(P) =10, (b — ai).

In cazurile particulare k = 1,2, 3 se obtin notiunile uzuale de lungime, arie,
volum.
O submultime F C R* se numeste elementara daci exista Pp, Ps, ..., Py,

n
paralelipipede astfel incat £ = U P;.
i=1
Notam cu € familia multimilor elementare din R¥.
Orice multime elementara se poate scrie ca reuniune de paralelipipede dis-

n
juncte doua cate doua. Daca E = U P; este o astfel de descompunere,

i=1
n
atunci masura Lebesgue a lui E este: u(E) = ZM(Pz’)- Se poate arata ca
i=1

p(E) nu depinde de descompunerea considerata.

229
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Proprietatile aplicatiei p pe familia multimilor elementare sunt:
i. daca A, B € £ atunci AU B, AN B, A\ B sunt multimi elementare.
ii. dacd A, B € & astfel incat AN B = () atunci u(AU B) = u(A) + u(B).
iii. pentru orice A € £ gi ¢ > 0 existd F,G € £, F inchisa si G deschisa
astfel Incat:
FCACG

w(G) —e < p(A) < p(F) +e.
Aplicatia u se prelungeste la toate partile lui R; fie A C R* si fie

=inf{ > u(4,) | AC [J An, Ay € &, A, deschisa Vn € N}.
neN neN

Aplicatia p* se numeste masura exterioard; principalele proprietati sunt:
i. u*(A)>0,VAC RF.

ii. daca A; C Ay atunci p*(A;) < p*(Ag).

iii. daca F € & atunci p*(E) = u(E).

iV.u*(UAn><Z,u ), YA, C RF.
neN neN
Se demonstreazi ci existd o o-algebra de parti ale lui R, notats M astfel

incat restrictia u* : M — [0, oo] este masura. Masura astfel obtinuta (notata
) se numeste masura Lebesgue (in R*), iar elementele lui M se numesc
multimi masurabile Lebesgue.
Principalele proprietati ale spatiului cu masura (Rk , M, u) sunt:
i. M contine multimile Boreliene.
ii. dacd A € M atunci u(A) = inf{u(D) | D deschisa si D D A}.
iii. daca A € M atunci u(A) = sup{u(K) | K compacta si K C A}.
iv orice multime compacta are masura Lebesgue finita.
v. daca A e M, u(A) =0si B C A atunci B € M si u(B) =0.
vi. daci A € M atunci pentru orice z € RF multimea (translatata)
A+z={a+x|ac A} este masurabila Lebesgue si (A + z) = p(A).

Integrala Lebesgue

Dacéd f este o functie integrabild in raport cu masura Lebesgue (in RF),
atunci integrala corespunzatoare (pe o multime A) se noteaza

/ f(:L’l, Ly veny l‘k)dxldl‘zdivk

In cazurile particulare (uzuale) k = 1,2, 3 se folosesc notatiile:

/f )dx, //fxydxdy,///fmy, )dzdydz.
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Legatura cu integrabilitatea in sens Riemann

i. Daca f : [a,b] — R este o functie integrabild Riemann (pe intervalul
compact [a, b]), atunci f este si integrabild in raport cu masura Lebesgue si
cele doua integrale sunt egale.

ii. Daca f : [a,b] — R este o functie marginitd atunci ea este integrabila
Riemann daca si numai daca multimea punctelor sale de discontinuitate are
masura Lebesgue nula (se spune ca f este continua a.p.t.).

iii. Exista functii care sunt integrabile Lebesgue dar nu sunt integrabile
Riemann; de exemplu, functia lui Dirichlet (pe intervalul [0, 1]) nu este in-
tegrabila Riemann dar este integrabila Lebesgue (integrala sa este 0, pentru
ca functia este nula a.p.t.).

iv. Daca / f(x)dx este o integrala Riemann improprie absolut convergenta

atunci f este integrabilda Lebesgue si integralele sunt egale.
b

Exista insa integrale Riemann improprii convergente / f(z)dx (dar nu ab-

solut convergente) pentru care functia f nu este intecérabilé Lebesgue; de
exemplu f(z) = $BZ pe intervalul (0, 00).

Teorema lui Fub1n1

In continuare notim (z,y) € RFP, misura Lebesgue in R* cu dz, misura
Lebesgue in RP cu dy si masura Lebesgue in R¥1P cu dxdy.

Fie f : R*? — R o functie integrabild Lebesgue; atunci:

/Rk (/Rp f(x,y)dy> = /RHP f(z,y)dxdy = /Rp (/Rk f(at,y)da;) dy.

Urmatoarele cazuri particulare ale rezultatului de mai sus sunt frecvent
utilizate in aplicatii.
i. Fie ¢, ¢ : [a,b] — R doua functii continue astfel incat ¢ < ¢ si fie
multimea

K ={(z,y) € B |z € [a,b], p(z) <y < p(x)}.

Daca f: K — R este o functie continua, atunci f este integrabila Lebesgue

pe K si:
f(z,y)drdy = (Y f(z,y)dy | dz.
K a o(x)

In particular, aria multimii K este:

K)= [ [ dway= [ (6w) - (@) dr
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ii. Fie D C R? o multime compacta, fie ¢, ¢ : D — R doud functii continue
astfel incat p < ¢ si fie

Q={(z,y,2) € R*| (z,y) € D, p(z,y) < z < ¢(z,y)}.

Daca f : Q — R este o functie continua, atunci f este integrabila Lebesgue
pe Q si:

/// f(z,y, z)dzdydz —// (/d)(x,y z,y, z)dz> dxdy.

In particular, volumul lui € este:

= [ [ [ dwdyaz= [ [ (ow.0) = g(a,1)) dody.

Formula schimbarii de variabile
Fie A C R™ o multime deschisa si fie A : A — A(A) C R™ un difeomorfism.
Pentru orice functie continua f : A(A) — R, avem:

[ s@ids = [ (1o N@)Iw)ldy.
A(A) A

unde Jp este iacobianul difeomorfismului A.

7.2 Integrale duble

1. S& se calculeze urmatoarele integrale duble:

a. // xy*dxdy, unde D = [0, 1] x [2,3].
D

b. // wydrdy, unde D = {(z,y) € R?; y € [0,1], y* <z < y}.
D

c. // ydxdy , unde D = {(x,y) € R?; (z —2)® +y? < 1}.
D

Solutie

1 3 11 1
a. // :):deacdy:/ d:r/ zy’dy = A ggxdx— 69'

1
b. // rydxrdy = //mydm 2/ dy 2

1(x2
dd—/d/ =0.
oo ] = J e [ i
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2. Sa se calculeze integralele duble:

a. / / (x+3y)dxdy, D fiind multimea plana marginita de curbele de ecuatii
D

2,:E:—1,33:3.

Yy = %+ 1, y=—x
b. / /D e|x+y‘dxdy, D fiind multimea plana maginita de curbele de ecuatii
r+y=3, z+y=-3,y=0,y=3.
c. / /D xdxdy, D fiind multimea pland marginita de curba de ecuatie
x2—|—y2:9, z > 0.

Solutii

3 2241
a. //(x—i—?)y)da:dy:/ dx/ (e 3y)dy.
D —1 —x
b. Fie Dy ={(z,y) € D; x +y <0} si Do = D\ D;.

Atunci D = D1 U Dy si:

/ / 0l gy = / / e~ Vdady + / / Y drdy =
D D, Do
3 -y 3 3—y
:/ dy/ e*z’ydx+/ dy/ e Vdz.
0 —3—y 0 -y

3 v 9—y2
. // xd:vdy:/ dy/ xdz.
D -3 0

3. Folosind coordonatele polare, sa se calculeze integralele:
& // e dzdy, D = {(z,y) € R?; 2* +y* < 1}.
D

. 1+ /22 + 2>d:rd,D: zy) € R 22+ 4% —y <0, >0}
//D( V y y {(z,y) Y -y }

C. // In(1 + 22+ y2)dxdy, D fiind marginit de curbele de ecuatii
D

¢l

o

x2+y2262,y:$\/§,x:y\/§,x20.

Solutie
Coordonatele polare sunt © = pcosp, y = psiney, iacobianul este p, iar
domeniul maxim pentru coordonatele p si ¢ este (p, ) € [0,00) x [0.27).
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a. In coordonate polare domeniul de integrare este dreptunghiul
(p,¢) €10,2m) x [0,1], si deci:

dp =7(e—1).
0

2m 1 1 2~ 1
// e“2+y2dxdy:/ d(p/ pe'DQd,o: 7/ e’
D 0 0 2 Jo

b. Inlocuind pe z si y in conditiile ce definesc domeniul D, obtinem

p < sin¢p, cosp > 0

si deci
¢ € [0, g% p € [0,sin¢].

Rezulta:

z sin ¢ T 2
1+ x2+2>dwd :/Qd/ 14+ p)dp=—+ —.
//D( \/ Yy y=[ de| p(1+ p)dp s 9

c. Domeniul de integrare in coordonate polare este dreptunghiul
(ps¢) €10,¢] x [6 3] deci:

// In(1 4 22 + y*)dady = / d,o/§ pIn(1 + p?)dp =
D 0 z

=7r(11+262)(1n(1+e2)_1)+12

4. Si se calculeze cu o eroare mai mic# decat 10~2 integralele:

dxdy 1
//Any = [0, 5] % [0,1]
In(2? + y?)
b. // , dzdy, unde:
@+ -n@ )

B={(z,y); 1 <2’ +¢* < (e—1)%}.

Solutii
a.

dr =

// dxdy _/ / _/2 In(1 4 zy) |*
Al+ay 0 1+:6y 0 T 0

In(1 +x / Z (=1 (=1 65
= / x"dr = Z e =
= nt1 = (n+ 1)22ntl 144
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b. Folosim coordonatele polare:

// In(z? + ?) _4 /61 lnpd
— dn _
V(@2 +y2 = 1)(2? +¢?) L1
62lnl—i—u
=4m =4r
/ / Zn—i—l

_ 2)n+1
=4 Z
>0 (n ~|— 1)2

In continuare se aproximeaza suma seriei alternate obtinute.

5. Fie D C R? si fie f : D+ [0,00) o functie continus.
Sa se calculeze volumul multimii

Q={(z,y.2) € R*; (z,y) €D, 0< 2 < f(z,y)},

in urmatoarele cazuri:

a. D= {(z,y) € R?; 2?2 + 9> <2y}, f(z,y) = 22 + 12

b. D= {(z,y) € R*; 2> +y* <z, y > 0}, fla,y) =2y
c. D={(x,y) € R?; 22 +y* <20+ 2y — 1}, f(z,9) = y.
Solutie

Volumul multimii 2 este dat de formula

vol(Q)://Df(:n,y)dz:dy

a. Trecand la coordonate polare, se obtine:

9 9 T 2sin 3
vol(2) ://D(x +y )dxdy:/o d(p/o pidp = 3T

b. Cu aceeasi metoda, se obtine:

z cos 1
vol(Q2) = //Dq:yda:dy = /02 dgo/o p2 cos psinpdp = 2

c. Cu schimbarea de variabile:
z=1+pcosy, y=1+psing, (p,p) € [0,1] x [0.27),

rezulta:

2 1
vol(Q2) = //D ydxdy = / dap/ p(1 4+ psing)dp = .
0 0

235
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6. Si se calculeze ariile multimilor plane D marginite de curbele de

ecuatii:
z? oy R y .

a. — + i 1,a si b fiind dou& constante pozitive.
a

b. (z? + y2)2 = a?(2? —y?),x > 0, a fiind o constantd pozitiva.

c. (w2 + y2)2 = 2a’zy, a fiind o constanti pozitivi.

Solutii

a. Ecuatia elipsei in coordonate polare generalizate,

T =apcosy, y =bpsiny, este p =1 si deci obtinem:

2 1
aria(D) = // dxdy :/ dcp/ abpdp = wab.
D 0 0

b. Ecuatia curbei in coordonate polare este p?> = a?(cos? ¢ — sin? p), sau
p = a+/cos 2, i deci domeniul de integrare in coordonate polare este

Y E <—Z,Z> , p € (0,ay/cos2p).

) I ay/cos 2¢ a?
aria(D) = //Dd:vdy = / W dgo/o pdp = 5
1

c. Ecuatia lemniscatei in coordonate polare este p? = 2a? cos ¢ sin . Dome-
niul de integrare este ¢ € (0, %) U (m, 3L), p € (0,a/sin2¢); obtinem:

5 a+/sin 2 )
aria(D) = // dxdy = 2/ dgp/ pdp = a”.
D 0 0

7. Fie a € R si fie D discul unitate inchis. Sa se calculeze integralele:

a I—// 2dxdy
(22 +y?)

b. J — // dedy
Rr2\D (T + y?)

Solutie
2l ™ daca a<1
— l—«a
I_/ d(p/ 20‘1_{ oo daca a>1

2w > dp T daca a>1
. o—
/= / dgp/ 20‘1_{ oo daca a<1

Rezulta:
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7.3 Integrale triple

8. Fie multimea:

2
ﬂ={<w7y,z>eR3;x2+yZs1,x2+y2zl,xzo,y2070st5}

o . Yz . o
Sa se calculeze integrala / / / ———— dxzdydz prin doua metode:
& Q V2 +y? vesp
a. proiectand €2 pe planul zoy si

b. folosind coordonatele cilindrice.
Solutie
a. Proiectia multimii 2 pe planul zoy este

D={(z,y) € R*; € [0,1], V1 —22 <y <2V1—22}

Obtinem:

/// \/mdxdydz—// dxdy/ m =

_ 2 / / — Y drdy
2 PRVE T ’

integrala care se calculeaza folosind coordonate polare.

b. Coordonatele cilindrice sunt z = pcosy, y = psinp, z = z, domeniul

maxim fiind (p, , z) € [0,00) x [0,27) x R, iar iacobianul J = p.

Pentru 2, domeniul de integrare in coordonate cilindrice este

2 €[0,5], ¢ €10,3], p € [1, —2—] si deci:

" /3 cos2 p+1
5 s 2 .
yz 2 VieeZ o1t 2PSin g

7da:ddz:/dz/d/ T ———Tpdp =

///Q\/:ﬁ—i—yQ Y 0 o A p pap
25 3 3(1 — cos? p)
2 Jo 3cos2p+1

9. Sa se calculeze integralele:

o [ [ [ -2 v

A ={(z,y,2) € R*; 2% + 4 +Z <1,y>0}

2
b.///9<1—$2—yg—z4> dxdydz,

2
Y z
A <1}.
9 4

25
sinp dp = E(Zl\/gﬂ' -9).

Q={(z,y,2) ER’;y>0,2>0, 2%+
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. [ [ [ sasiva

= {(z,y,2) € R®; 2* + y* + (z — 1)* < 1}.
Solutie
Coordonatele sferice sunt
x = psinfcosp, y = psinfsinyp, z = pcosb,
domeniul maxim fiind:

(p,0,¢) € [0,00) x [0, 7] x [0, 27),

iar iacobianul J = p?sin 6.
a. Pentru A, domeniul in coordonate sferice este

€1[0,1], 8 € [0, 7], ¢ € [0, 7]

///A(y — z)dxdydz =

1 T s
— / dp/ d@/ p3 sin? O(sin p — cos p)dp = T
0 0 0 4

b. Coordonatele sferice generalizate sunt:

sl avem:

x =apsinfcosp, y = bpsinfsiny, z = cpcos b,

avand acelagi domeniu maxim ca mai sus si iacobianul J = abcp? sin 6.
Pentru domeniul 2 vom lua a =1, b = 3, ¢ = 2, si ontinem:

3
2 2\ 2
2 Y= —
///Q<1 T 9 4) dxdydz
1 3
—/ dp/ dH/ 6p 31n9dg0—67r/ 21—-pH2dp=
0

u2

:67r/0 sin tcostdt:67r/0 mdu:
cor(- sl s <
o 3(1+u2 31+u2 T dtu?)B

- /°° du _/°° u? du 7? /°° du 73
T\ o are®? Sy a3 TAT )y Gra? 16
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c. Pentru II, domeniul in coordonate sferice este
s

2], p €10,2cosb)

v €1[0,2m), 0 € [0,

si deci:

27 5 2cos @
/// zdxdydz :/ d(p/ d@/ p3sinf cosf dp =
I 0 0 0

2 4
87T/2 cos® § sinf df = —.
0 3
10. Fie 0 < k < R; sa se calculeze volumul multimii:
Q={(z,y,2) e R® | 2® +y* + 22 < R? 2 > k}.

Solutie

Multimea €2 este interiorul calotei sferice situate ”deasupra” planului z = k.
Pentru a calcula volumul, trecem la coordonate sferice. Fie 6y € [0, 5] astfel
incat Rcosfy = k, deci cosby = %; rezultd domeniul (pentru coordonatele

sferice):

k
¢€[072ﬂ-)7 96[0700]7 pE[ Q,R]

COSs

2 6o R
/// dxdydz:/ dcp/ d@/ p?sind dp =
Q 0 0 e
)

or [bo k3 2w k3
— R? — dd =" [ -R3cos — ——— =
3 Jo ( cos3 0 ) 3 ( oS 2 cos? 9) 0

9 3
:W<R3—2r2k—l—k )

Se obtine:

3 2

11. Sa se calculeze volumele multimilor 2 marginite de suprafetele de
ecuaftii:
2242422 =1,202 42— 22 =0, 2> 0.
cz=2t 4yt -1, 2=2—2% — 92
z=4—x% -y 22 =5+ 2% + 12
L2t yt =122 =22 +9% 2> 0.
2?24y =4a®, 2 +y> —2ay=0,2+y+2=3,2>0,2>0,ac (0,1).
22?422 =1y + 22 =22 2>0.

o0 TR
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Solutie
a. Curba de intersectie dintre elipsoid si con este elipsa de ecuatii

42 + 242 =1, z =

Sl

Proiectia pe planul xoy a lui Q) este
D = {(x,y); 42 + 2y* < 1}.

Rezulta:

vol(§2 /// dxdydz-// dxdy \/%_y dz =
Z//D<\/1—2x2—y2—\/2x2—|—y2> drdy =
—/ dp/%(\/l—p —\/1p>2\1fpd<p 3(\/5—1)-

b. Curba de intersectie a celor doi paraboloizi este cercul de ecuatii

1
2,.,2_°9 __ 1
-ty 3’ z 5
Proiectia pe planul xOy a lui € este
3
D={(r,y); 7 +47 < 5},

si deci obtinem:

2—x2—y2
vol(© ///dmdydz—// dxdy/
z24y2—1
Vi oo
=/O dp/o (38— p*)pdep.

c. Curba de intersectie dintre cei doi paraboloizi este cercul z2 + y? = 1
situat in planul z = 3. Notand cu D = {(z,9) € R? | 2%+ ¢* < 1},

rezulta:
—a?—y?
vol(Q2 ///dmdydz-// dxdy/
L (1422442)
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3 : 9 3 1 2 9 3
:// S(1—z —y)dwdyzf/ dp/ (I=pT)pdp=_m.
D2 2 Jo 0 4

d. Curba de intersectie dintre cilindru si con este cercul z2? + y? = 1 situat
in planul z = 1. Notand cu D = {(z,y) € R? | 2% +4? < 1}, rezulta:

Vol(Q):///dedydz://l)d:ndy/\;wdz:
://D<1—\/x2+y2> dxdy:/oldp/o%(l—p)pdgo:g.

e. Proiectia lui 2 pe planul zOy este
D ={(z,y); 2 +y? < 4d®, 2° + (y — a)® > a®, z > 0},

si deci obtinem:

VOI(Q):/// d:ndydz://Ddxdy/ogxydz:

—/ dy p(3 — pcosp — psinp) dp.
2as1n<p

f. Curba de intersectie dintre sferi si con este cercul y? + 22 = %, situat in

planul z = g Proiectia multimii 2 pe planul yOz este discul D = {(y, z) €
R? | 42+ 2% < 13 rezulta:

o)
Volz///dxdydz:// dydz/2 dx =
Q D Vy2+z2
2 2
//( y +z2> dydz-—w—/ dp/ pdg@—\g

12. Sa se calculeze volumele multimilor 2 marginite de suprafetele de
ecuatii:

a. (22 +y*+ 22 Lg—
b. (x2+y2)3 =22 2=0,2=

220 2
c a2.—|—b—2—0—2,0§z§c,a>0,b>0,c>0.
Solutie
a. Folosim coordonatele sferice. Obtinem domeniul:
0 el0,7], ¢ €[-5,5], p€[0,vsinfcosy] si deci:

T z J/sin 6 cos ¢
vol(2) :///dedydz :/0 dG/i dcp/o p*sinfdp =
—3
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I 7 .38 3 1 T .8 2 s
:f/ d9/ sin @ sins 6 cos’ cpdcp:(/ sin’s 9d0> / coss p dp | .
3 Jo -z 3 \Jo _z
Calculam prima integrald; mai intai, observam ca

/ singﬁdﬁz/asingﬁde—i-/ sin%6d9:2/§sin%0d0
0 0 z

cu schimarea de variabila ¢ = 6 — 7 In a doua integrala. Vom calcula acum
s
. 2 .8

integrala / sin’s 6 df folosind functia B a lui Euler (a se vedea si exercitiul
0
28(a) din capitolul 5). Cu schimbarea de variabila sin® 6 = y, rezulta

/g ins 6 df = /1 e
sins = =
0 2\[,/1— dy =
3 1 13 1
0(l—y)2d :fB —, = .
2/ yo -y dy =3 (10’2)
Calculam acum integrala / ’

rezulta:

/3

cos’ ¢ dy cu aceeagi metoda

[NE]

. fie sin? ¢ = y;

INIE]

3
(I—y)o

cossgpdgo—Z/ cosfvcpdcp—Z/ dy =
2/yV1 -y

1 L 41
— [ Q=9 5y 2dy=B|(==).
/0( y) sy 2 dy (5,2)

In concluzie, volumul cerut este

vol(Q2) = B (13, ;) +B (4, 1) .

5 2
b. Folosim coordonatele cilindrice; obtinem

8 27 ¥z
vol(€2) :///ﬂd:cdydz:/o dz/ dgo/o pdp = 327.

c. Folosim coordonate cilindrice generalizate

r=apcosy, y =>bpsing, z ==z
si obtinem:

c 27 z
vol(€) :///Qdmdydz:/o dz/o dgp/oc abpdp = gabc.



Capitolul 8

Integrale curbilinii si de
suprafata

8.1 Notiuni teoretice

Drumuri parametrizate
Fie J un interval real; se numeste drum parametrizat pe J cu valori in R"
orice aplicatie continua v : J — R™.
Daca notam ~y(t) = (y1(t), v2(t), ..., 7n(t)), atunci relatiile

x1 =1(t), x2 = y2(t), ..., p = Y (t)

se numesc ecuatiile parametrice ale drumului ~.

Daca J = [a, b], atunci y(a) si y(b) se numesc capetele (extremitatile) dru-
mului. Drumul se numeste inchis daca y(a) = v(b).

Opusul drumului 7 : [a,b] — R™ este, prin definitie,

7" a0l = Ry () =v(a+b-1).
Evident, v si v~ au aceeasi imagine.

Daca 7 : [a,b] — R™ si 2 : [b,¢] — R"™ sunt doua drumuri parametrizate,
atunci drumul concatenat 1 U~z : [a, ] — R™ este definit prin

(t), te€la,b]
)= { a0, el

Imaginea lui y; U ¥y este reuniunea imaginilor drumurilor ~; si ~s.

243



244  CAPITOLUL 8. INTEGRALE CURBILINII SI DE SUPRAFATA

Un drum 7 : J — R" se numeste neted daca aplicatia v este de clasi C!
siy/(t) #0,Vt e J.

Un drum se numeste neted pe portiuni daca este concatenarea unui numar
finit de drumuri netede.

Doua drumuri v : I — R" si v9 : J — R"™ se numesc echivalente
cu aceeagi orientare (notam 7; ~ 2 ) daca existd un difeomorfism strict
cresciator ¢ : I — J astfel incat 1 = v 0 ¢. Dacéa difeomorfismul de mai sus
este strict descrescator, atunci cele doua drumuri se numesc echivalente cu
orientari opuse.

In cazurile particulare n = 2 (plan) si n = 3 (spatiu) notatiile uzuale
sunt y(t) = (z(t), y(t)) si respectiv y(t) = (z(t),y(t), 2(t)).

Lungimea unui drum neted 7 : [a, b] — R? este:

b
Lo = [ V@) + @) + o)

Integrala curbilinie de prima speta
Fie v : [a,b] — R3 un drum neted si fie f : D — R o functie continus
astfel incat D D ~([a, b]). Integrala curbilinie de prima speta a functiei f pe
drumul  este, prin definitie:

b
a

[ s = [ 160.p0, 20 @O + 0 + @)t

Daca 71 si 72 sunt doua drumuri parametrizate echivalente (indiferent de

orientare) atunci / fds= [ fds.
1

Y Y2
Aplicatii

i. Daca f este functia constanta 1, atunci se obtine lungimea drumului ~.
ii. Daca imaginea lui v este un fir material avand densitatea f, atunci masa
M si coordonatele centrului de greutate G sunt date de formulele:

M:/fds,
v
1

1 1
xGZM/xfds, ygzﬂ/yfds, zGZM/zfds.
v v gl



8.1. NOTIUNI TEORETICE 245

Integrala curbilinie de speta a doua
Fie a = Pdx+Qdy+ Rdz o 1-forma diferentiala cu functiile P, ), R continue
pe un deschis D C R? si fie

v la bl = R (1) = (2(t), y(t), 2(1))

un drum parametrizat neted cu imaginea inclusa in D. Integrala curbilinie
a formei diferentiale o de-a lungul drumului ~ este, prin definitie:

fo= / (P((#)a’ (1) + QL) (6) + R((1)2' (1)) dt.

Definitia se generalizeaza evident la n variabile. De exemplu, in doua vari-
abile:

[ Pasqan= [ (PO@R 0 + Qe oW @)

Daca 1 si 79 sunt doua drumuri parametrizate echivalente cu aceeasi
orientare, atunci integralele corespunzatoare sunt egale:

[a=]a
! 72

Daca cele doua drumuri parametrizate sunt echivalente dar cu orientari
opuse, atunci integralele corespunzatoare diferd prin semn.

Notatii vectoriale

Unei 1-forme diferentiale o = Pdx + Qdy + Rdz i se asociaza (in mod
canonic) campul de vectori V : D+ R3 V = (P,Q,R). Daci v este un
drum parametrizat neted (cu imaginea inclusa in D) atunci integrala [ « se

gl
mai noteaza si / Vdr, numindu-se circulatia cAmpului V' de-a lungul dru-
gl

mului . In particular, daci V = F este un camp de forte, atunci circulatia

Fdr este lucrul mecanic efectuat de forta F pe drumul .

FZ)rme diferentiale exacte

O 1-forma diferentiala o = Pdx+ Qdy+ Rdz se numeste exacta pe multimea
D daca exista f o functie (numita potential scalar sau primitiva) de clasa
CY(D) astfel incat Df = o, sau, echivalent:

of _p 0f o 0f _
ax_P’ 8y_Q’ 82_R7

in orice punct din D. Campul de vectori V. = (P,Q, R) asociat formei
diferentiale o se numeste in acest caz camp de gradient;i.
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O 1-forma diferentiala @ = Pdz + Qdy + Rdz se numeste inchisa pe D daca
sunt verificate (in orice punct din D) egalitatile:

OP _9Q 0Q OR OR 0P

dy Ox’ 0z Oy ox Oz’
Definitiile de mai sus se generalizeaza in mod evident la n variabile.
Importanta formelor diferentiale exacte este data de urmatorul rezultat:
Independenta de drum a integralei curbilinii
Fie a« = Df o 1-forma diferentiala exacta pe D si fie v un drum parametrizat
neted cu imaginea inclusa in D avand extremitatile p, ¢ € D; atunci:

. A Df = f(q) - f(p)-

ii. daca in plus drumul v este inchis, atunci / Df =0.
¥
Din teorema de simetrie a lui Schwarz rezulta ca orice forma diferentiala
exacta (cu potentialul scalar de clasi C?) este in mod necesar si inchis#; recip-
roca acestei afirmatii este, in general, falsa. De exemplu, forma diferentiala

a= 2—y zdr + 296 5y
e +y 4 +y

este inchisa pe R?\ {(0,0)} dar nu este exacti pe aceasta multime.
Are loc totusi urmatorul rezultat fundamental:
Teorema lui Poincare
Fie o 0 1-forma diferentiald de clasa C! inchisi pe deschisul D € R™. Atunci
pentru orice x € D exista o vecinatate deschisd a sa U C D si o functie
f € C! astfel incat Df = o pe U.
Intr-o formulare succinti teorema afirmi c& orice 1-forma diferentiala inchisa
este local exacta.

Exista multimi pe care teorema de mai sus este adevarata global. De
exemplu, daca multimea D este stelatd (adica existd un punct xg € D
cu proprietatea ca segmentul [xg,z] C D, Vz € D) atunci orice 1-forma
diferentiald inchisa pe D este exacta pe D.

Panze parametrizate
Fie D C R? o multime deschis# si conexi; o panza parametrizatd pe D este
orice aplicatie de clasi Ct, ® : D — R3.
Panza parametrizata ® se numeste simpla daca aplicatia ® este injectiva.
Doua panze parametrizate ®; : D — R3 si Py : Dy +— R? se numesc
echivalente daca exista un difeomorfism 6 : D; — D5 astfel incat ®1 = $500.
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Se spune ca difeomorfismul 6 pastreaza orientarea daca iacobianul sau este
pozitiv; in acest caz se spune P si $o au aceeasi orientare; in caz contrar
se spune ca panzele parametrizate au orientari opuse. Evident, doua panze
parametrizate echivalente au aceeasi imagine (in R3), numita simplu panza
(sau portiune de suprafata).
Fie ® : D+ R3, ®(u,v) = (X(u,v),Y (u,v), Z(u,v)) o panza 5
)

parametrizata; panza ® se numeste regulata daca vectorii — si Em sunt
U v

liniari independenti in orice punct din D. In acest caz planul generat de ei
se numeste planul tangent la panza (in punctul respectiv); vectorul normal
la panza in punctul ®(u,v) indus de parametrizarea ¢ este:

0P 09
No(u,v) = — x —.
ou Ov
Daca ®; si ®5 sunt doua panze parametrizate simple, regulate echivalente
cu aceeagi orientare, atunci versorii normalelor induse coincid:
1 1

1) = N G [ ) T g o V) el

Integrala de suprafata de prima speta
Fie ® : D — R3 o panza parametrizata, fie ¥ = ®(D) imaginea ei si fie
F : U — R o functie continua pe imaginea panzei. Integrala de suprafata
de prima speta a lui F' pe ¥ este, prin definitie:

00 0
/ZF(ac,y,z)da—//DF(fl)(u,v)) |50 % S | dude,

Daci panza este parametrizats cartezian, z = f(z,v),(z,y) € D C R?,
atunci formula de mai sus devine:

/EF(x,y,z)da = //I)F(x,y,f(a;,y))\/(g‘;)Q + (gi)Zmdy.

Daca ®; si ®2 sunt doua parametrizari echivalente (nu neaparat cu aceeagi
orientare) atunci integralele corespunzatoare sunt egale.

Aplicatii

i. In cazul particular F' = 1 se obtine aria suprafetei X:

aria (X) :/zda.
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ii. Daca F' > 0 reprezinta densitatea unei placi X, atunci masa ei este:
M= / Fdo,
b
iar coordonatele centrului de greutate sunt:
1 1 1
To = M/Ea:Fda, Yo = M/Edea, zZq = M/Edea.

iii. Fie V un camp vectorial si fie m versorul normalei indus de panza
parametrizata fixata; fluxul campului V' prin suprafata 3 in raport cu ori-
entarea aleasa (data de versorul m) este, prin definitie:

z/v-ﬁda.
)

Integrala de suprafata de speta a doua
Prin definitie, daca

w = Pdy Ndz + Qdz ANdx + Rdx N dy
este o 2-forma diferentiala si
1D B, (u,v) = (X(u,0), Y (u,), Z(u,0))

este o panza parametrizata, atunci integrala pe suprafata (orientata) ¥ a
formei diferentiale w este:

) D(Z, X ) D(X,Y)
/w //(P <I> ) +(Qo®)———— D, v) (Ro@)w>dudv,
D(Y,Z) D(Z, ) D(X,Y)

D(u,v)” D(u,v) " D(u,v)
port cu variabilele u §i v.

Daca @1 si o sunt doua panze parametrizate echivalente cu aceeasi ori-
entare, atunci integralele corespunzatoare sunt egale; daca parametrizarile
au orientari opuse, atunci integralele difera prin semn.

Notatii vectoriale

Unei 2-forme diferentiale w = Pdy A dz + Qdz A dx + Rdx A dy i se asociaza
(in mod canonic) campul de vectori V = (P,Q, R); daca ® : D ~ R3 este
0 panza parametrizatd cu imaginea Y (orientatd cu versorul normalei 7),

atunci:
/w:/v-ﬁda.
by =

unde, sunt iacobienii functiilor X,Y, Z in ra-
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8.2 Integrale curbilinii

1. Fiea € Rsifie P,Q: R?2— R, P(z,y) = 22 + 6y, Q(z,y) = 3ax — 4y.
Sa se afle a astfel incat w = Pdx + Qdy sa fie o 1-forma diferentiala exacta
pe R? i apoi si se determine f € C'(R?) cu proprietatea df = w.

Solutie
Spatiul R? este multime stelatd, deci este suficient ca w si fie 1-forma

P
diferentiald inchisa , adica Z 3 —; rezulta @ = 2. O primitiva (potential
Yy x
af of
scalar) a lui w se calculeaza fie integrand sistemul 9 = = P, 3y = @, fie

direct cu formula y
flz,y) = / P(z,yo)dx + | Q(z,y)dy, unde z, si y, sunt arbitrari fixati;

Zo Yo

obtinem f(z,y) = = + 6xy —2y> + k, k € R.

x?’
3
2. Fie P,Q : R? — R, definite prin:

Plz,y) = \/m Qz,y) = \/m

si fie w = Pdx 4+ Qdy. Sa se gaseasca un domeniu maximal pe care forma
diferentiala w sa fie exacta.

Solutie

Functiile P si Q sunt de clasi C! pe R?\ {(0,0)} si:

00 _ 1+ /7T op_ y o0
or 222 +y2 Oy |yl Ox’
oP

3}
Multimea D = {(z,y) € R?; y > 0} este stelata si a—Q S Pe D; evident,
Y

D este maximala cu aceste proprietati.

3. Folosind definitia, sa se calculeze urmatoarele integrale curbilinii (ori-
entarea curbei nu este precizata):

a. /(x+y)dx+ (z —y)dy, T = {(z,y) | 22 +y> =4,y > O}.
r
b. / a:f— dx + dy, T este triunghiul ABC, A(2,0), B(0,0),C(0,2).
. 22 g2
/My yde, I' = {(z,y) | —+ =1
Solutie
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a. Cu parametrizarea x(t) = 2cost, y(t) = 2sint, t € [0, 7] obtinem:
/(x +y)dx + (x — y)dy = / (4cos2t — 4sin2t) = 0.
r 0

b. I' = [AC]| U [CB] U [BA]; parametrizam fiecare segment:
[AC] :x(t) =2 —t, y(t) =t, t €[0,2]

[CB]:x(t)=0,y(t)=2—t,tel0,2]
[BA] : z(t) =t, y(t) =0, t € [0,2];

obtinem:

Yy 2 t 2
d dy = —— +1])dt— dt =2 —31In3.
/rx+1 Ty /o(t—3+> /o "

c. Parametrizarea canonica a elipsei de semiaxe a si b este

x(t) = acost, y(t) = bsint, t € [0,2);

obtinem:

2m
/ xdy — ydr = / abdt = 2mwab.
I 0

4. Fie P(z,y) = e~y cos(2zy), Q(z,y) = e~ Ty sin(2zy) si fie

w = Pdx + Qdy.

a. Sa se arate ca / w = 0 pentru orice curba inchisa I'.

r
b. Fie a € R. Sa se calculeze integrala
00 2
/ e " cos(2at)dt,
0
aplicand rezultatul de la punctul a dreptunghiului I' = ABC D, unde
A(0,0), B(a,0),C(a,a),D(0,a).

Solutie
oP 0Q

a. Deoarece il rezulta ci w este 1-forma diferentiala inchisa pe R?
x
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si deci si exacta; in consecinta, / w = 0, pentru orice curba inchisa I'.
r
b. Parametrizand I' = [AB] U [BC| U [CD] U [DA], obtinem:
¢ Y 2ae . @i
0= / w= / e " dt —i—/ e~ sin(2at)dt — / e cos(2at)dt.
r 0 0 0

Pentru a — oo, obtinem:
oo
/ e "’ cos(2at)dt = \27?6042,
0

deoarece

oo [0}
/ e Pdt = \/27? si lim e @t sin(2at)dt = 0.
0

a—00 0

5. Sa se calculeze / w In urmatoarele cazuri:
r

a. w = 22yzdx + zy’zdy + ryz2dz, iar T este intersectia suprafetelor
z=1 9y +22=1.

b. w=z2(z —y)dx + xzdy — xydz, I' =T'1 UT'9 UT3, unde I'y, I'y si '3 sunt
intersectiile conului z2 + 32 = (z — 1)? cu planele = = 0, y = 0, si, respectiv,
z =0, cu restrictiile x > 0, y >0, z > 0.

c. w=(y—2z2)dx+ (r — z)dy + (2x — y)dz, T fiind intersectia suprafetelor

224 422 =

,t—y+2z=0.
d. w=ydz + (x + 2)dy + x2dz, T fiind intersectia suprafetelor
2 4+y?—22=0,242=4.

Solutie
Integralele se calculeaza cu definitia.
a. I' este un cerc situat in planul = 1; o parametrizare este:

x =1,y =cost, z=sint, t € [0,2m).

Rezulta:
27
/ w = / (— cos? tsin® t + cos? t sin? t) dt = 0.
T 0

b. In planul = = 0 obtinem dreapta de ecuatie y + z = 1, in planul y = 0
obtinem dreapta x + z = 1, iar In planul z = 0 obtinem sfertul de cerc
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22 +y>=1,2 >0,y > 0. Rezulta parametrizarile:
Ty:x(t)=0,y(t)=1—t, 2(t) =t, t €[0,1].
Lo:a(t)=t,yt)=0,2(t)=1—1t,te][0,1].
I3 : x(t) = cost, y(t) = sint, z(t) =0, t € [0,

).

o 3

In continuare se aplica definitia.

c. Curba este o elipsa situata in planul x —y + z = 0; inlocuind z = y —x In
ecuatia sferei obtinem: x?+%2+(y—x)% = r2. Pentru a aduce ecuatia acestei
conice la forma canonica, facem schimbarea de variabile: x—y = u, z+y = v;
obtinem ecuatia:

u? v?

=1
W

5 =
(var)
Rezulta parametrizarea:
2
u(t) =z(t) —y(t) = \/gr cost,
v(t) = x(t) + y(t) = V2rsint,

z(t) =y(t) — x(t) = —\/zrcost, t €[0,2m).

x(t) = % r <\/§ cost + /2 Sint) ,
y(t) = % r <\/§ sint — \/z cost) ,

2
2(t) = —\/; r cost, t € [0,2m).

In continuare se aplica definitia.
d. Ecuatia canonica a cilindrului este (z — 1) + y? = 1 si deci

Se obtine:

x(t) — 1 = cost, y(t) = sint, z(t) = 3 — cost, t € [0, 2m).

In continuare se aplica definitia.

6. Sa se calculeze / ydx+zdy pe un drum cu capetele A(2,1) si B(1,3).
r

Solutie
Forma diferentiald o = ydx + xdy este inchisia pe R? si deci este exacta.
Rezulta ca integrala este independenta de drumul particular care uneste
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punctele A si B. Integrala se calculeaza pe un drum particular, de exemplu
pe segmentul [AB], a carui parametrizare este:

o(t) = % (6 =t te 1,3

O altd metoda consta in a determina un potential scalar f pentru 1-forma
diferentiala a:

x Yy
f(x,y)Z/ yodx+/ xrdy = xy + k,
x Y

0 0

k fiind o constanta arbitrara. Integrala ceruta in enunt este:

Ja= 1) - 1) =1
I" fiind un drum arbitrar avand capetele A si B.

7. Fie P,Q,R:Q={(x,y,2);y >0,z >0} — R,

Yy
P — 2
(z,y,2) = vt
2y &
Q(.’E7y,2)—y zZx $2+y27

R(z,y,z) = 22 — zy.

Notand cu w = Pdx + Qdy + Rdz, sa se calculeze /w, unde I' este un

r
drum parametrizat arbitrar (inclus in €2) ce unegte punctele A(1,1,0) si

B(-1,1,0).
Solutie
Observam ca w este o 1-forma diferentiald inchisa:
oP x? — 2 0Q
bl S A i ]
oy (224 y?)? ox’
orR _ _ _oF
ar U7 92
Q__, _0oR
oz 7 oy’

Domeniul €2 este stelat, asadar w este exactd pe 2. Rezultd ca [ w nu

r
depinde de drumul parametrizat I', ci doar de extremitatile A si B si de
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orientare (de la A catre B).
Fie parametrizarea z(t) = —t, y(t) = 1, 2(t) = 0, t € [-1, 1]; obtinem:

1 1 2
=— t2 dt == —
/rw /—1< +t2+1> 3

Sa mai facem observatia ca rationamentul de mai sus nu mai este corect
daca drumul nu ar fi inclus in €2, deoarece, pe un astfel de domeniu w nu ar
mai fi exacta si deci integrala nu ar mai fi independenta de drum.

De exemplu, sa consideram punctele C'(1,—1,0), D(—1,—1,0) si drumul
I’y format prin concatenarea segmentelor (orientate) [AC| U [CD] U [DB].

vl 3

Atunci / w # / w. Intr-adevir, cu parametrizarea:
r, r
[AC] CC(t) =1, y(t) = —t, Z(t) = 07 te [_1’ 1]7
x

[CD] : (t) —t, y(t) = _17 Z(t) = 07 te [_111]7
[DB]: z(t) = -1, y(t) =t, 2(t) =0, t € [-1,1].
se obtine:
/ T 2+7T 2+7r+2 2+37T
w=—— — —_ — = - _ = — = -
I, 2 3 2 3 2 3 3 2
8. Fie P,Q : R*\ {(z,vy) | zy = -1} — R,
Y x
P == =

si fie « = Pdr + Qdy. Sa se calculeze integrala / a, unde I' este un drum

arbitrar avand capetele A(—1,—1) si B(3,3) si n1:1 intersecteaza hiperbola
zy = —1.

Solutie

Forma diferentiala « este inchisa:

oP 1 0Q 9
— = —>5=—,VY(z,y) € R?, —1.

Multimea = {(z,y) € R? | xy > —1} este stelati, deci pe Q « este exacta.
Rezulta ca integrala este independenta de drumul particular (inclus in 2)
care uneste punctele A si B. Un potential scalar pentru o pe multimea €2
este:

F(z,y) /x LI +/y Ly =In(1+xy) +kay > —1
,y) = x y =In(1+zy) + k,zy > —1,
zo 1+ Yo yo 1+ Y
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si deci integrala este:
/a — /(B) - f(A) = In5.
r

9. Si se calculeze circulatia cAmpului de vectori V' de-a lungul curbei I'
n urmatoarele cazuri:
a. V=—(a*+y%)i — («* — y*)j,
I ={(z,y) € R?;2%24+y> =4,y < 0}U{(z,y) € R?;22+y?>—22x =0,y > 0}.
b. V = zi + xyj + zyzk,
[ ={(v,y,2) € R3; 22 +y* =1} N {(n,y,2) € R3; v + 2 = 3}.
Solutie
Campului de vectori V = Pi+ Qj + Rk i se asociaza, prin definitie, 1-forma,
diferentiald w = Pdx + Qdy + Rdz; circulatia lui V de-a lungul lui T este,

>

prin definitie integrala curbilinie: / Vdr = / w.
r r

a. Notam:
Iy = {(z,y) € R*;2% +y* =4, y < 0},

Ty ={(z,y) € R®;2* +y° =22 =0, y > 0}
O parametrizare (in sens trigonometric pozitiv) pentru I' se obtine astfel:
Iy :2(t) = 2cost, y(t) = 2sint, t € [, 27),
Iy :x(t) =1+ cost, y(t) =sint, t € [0, 7).
b. Parametrizarea este: x(t) = cost, y(t) = sint, z(t) = 3—cost, t € [0, 2m).
10. Sa se calculeze urmatoarele integrale curbilinii de prima speta:
1
a. / yds, T : z(t) = In(sint) — sin?¢, y(t) = isin 2t, t € g, 1l
r
b. /xyds, F:z@)=1t, y@t)=V1-t3 te]-1,1].
r

c. / |z —yl|, T': x(t) = | cost|, y(t) = sint, t € [0, 7].
r

Solutie
a. Cu definitia, obtinem:

il
/yds = /4 —sin 2¢ \/(ctgt—sin2t)2 + cos? 2t dt =
r ™ 2

v2 5
3

I
= 2cos?t — 1) sintdt = .
/g(cos ) sin 1
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b. Integrala se descompune intr-o suma de doua integrale:
0 1
/ xyds = / ftdt+/ tdt = 1.
r -1 0
c. Aplicand definitia, obtinem:
/ |z — y| ds:/ || cost| —sint | dt = 4(v/2 — 1).
r 0

11. Sa se calculeze lungimea L a arcului de parabola
2

_pr_ ¥ _
T=73 2p,y€[p,p]-
Solutie
Cu parametrizarea
p t*
H=t z(t)=%— — te[-
y(t) =t, x(t) 5 2p,€[p,p],
avem.:
L= /ds—/ ,/1+ /\/tQ—i—det
Z t2+p / /
\/t2+p \/t2+p Ty \/t2+p
=4dpln (142 +—/ b g
b ( pJlo 12+ p?
2 D
=4pln (1+ V2 +(t 12 + 2”—/ 12 4+ 2dt>.
p( )p\/P|OOVP
Rezulta:

=p(V2+2m(1+v2)).

12. Sa se calculeze coordonatele centrului de greutate al unui arc de cerc
de raza R si de masura « € (0,7), presupus omogen.
Solutie
Coordonatele centrului de greutate G ale unei curbe plane I' omogene sunt:

1 1
7 [ wds ve =1 [ ds.

unde L este lungimea firului. Consideram originea axelor de coordonate in
centrul cercului i fie A i B doua puncte simetrice fata de axa Oz cu masura
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arcului AB egala cu a.

Cu parametrizarea z(t) = Rcost, y(t) = Rsint, t € (=%, §), obtinem:

1 /2 2R
TG = — ’ Rcostdt = —sm , ya = 0.
a « 2

w|R

13. Sa se calculeze masa firului material I' de ecuatii parametrice:

2(t) = £, y(t) = ~42, 2(t) = %t?’, telo 1),

si avand densitatea F'(z,y, z) = 1/2y.
Solutie
Conform formulei masei:

1
M:/F(x,y,z)ds:/\&yds:/ V(L +t2+ 1) dt =
r r 0

1 1 1 2 3
:/ t\/1+t2+t4dt:/ tw(t2+2> —i—zdt:
0 0
1[5 ] 3
_ 2 — _
—2/é u+4du—

u—|—4 3 3 du 1 /3 u?
/ u:f/ 74-*/ ——du=
\Ju? + i 8.J1 \/u2+% 2J1 \/u2+%
3 3\ |2 37 1 i 3
= 24 —7/2,/2 = du.
8n<u+“+4> i, "2./s ut oy du
2 2

+1 2+
U/ u
L2

Ultima integrala este M, deci (dupa calcule) se obtine:

Mzél 3+32f L (3v3-1).
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14. Sa se calculeze masa si coordonatele centrului de greutate ale firului

material I' cu parametrizarea:

z(t) =t, y(t) = cht, ¢t € [0,1]
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si densitatea f(z,y) = y.
Solutie
Masa firului este:

1 1
M:/yds:/ cht\/1+sh2tdt:/ ch?tdt =
I 0 0

1

—1/1(1+Ch2t)dt— 1(t+1~h2t) _ 142
~ 2/ ~ 9 2° 1 ’

Coordonatele centrului de greutate:

0

1 ! 1 1
= — h2 :7/ h2 =
e M/o t ch?tdt o7 Jo (t +tch2t) dt
1 1 1

+ —t sh2t

_1<t2

2M \ 2|, 2
_ 1 3, L [ 2 _
yG—M/Ochtdt—M/O (1+ sh?t) shtdt =

1 1 L | 1
= — (sht+ =sh®t)| = — (shl+ = h31) .
i (s + 38 ) Y (s + 3s

1 /1 1
— 5/ sh2tdt) = —(3+2sh2 —ch2).
0

0 8M

8.3 Integrale de suprafata

15. In fiecare din exemplele urmatoare se da o panza parametrizata

D > (u,v) = ®(u,v) = (X (u,v),Y (u,v), Z(u,v)) € R3.

Sa se calculeze vectorii tangenti la suprafata si versorul normalei la suprafata.

Sa se gaseasca in fiecare caz si ecuatia in coordonate carteziene.

a. Sfera; fie R > 0; ® : [0, 7] x [0,27) — R3,
®(6,¢) = (Rsinf cos ¢, Rsinfsin ¢, Rcosb).
b. Paraboloidul; fie a > 0, h > 0; ® : [0, h] x [0, 27) > R3,
®(u,v) = (aucosv, ausinv, u?).
c. Elipsoidul; fie a > 0,5 > 0,¢ > 0; ® : [0, 7] x [0, 27) — R3,

®(0,¢) = (asinf cos @, bsinfsin ¢, ccosb).
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d. Conul; fie b > 0; @ : [0,27) x [0, h] — R3,
®(u,v) = (veosu,vsinu,v).
e. Cilindrul; fie a > 0, 0 < hy < hg; @ : [0,27) x [hy, ho] — R3,
D(p,2z) = (acosp,asinp, z).
f. Parametrizare carteziana; fie D C R? si fie f : D+ R, f € C(D).
©: D R, ®(z,y) = (,y, f(2,9)).

g. Suprafata de rotatie in jurul axei Oz:
Fie 0 <7y < rgsifie f:[r,r] — R, f € CY(D).

@ : [r1, 1] x [0,27) = R3, ®(r,p) = (rcosp, rsingp, f(r)).
h. Torul; fie 0 < a < b; @ : [0,27) x [0, 27) — R3,
®(u,v) = ((a+ bcosu) cosv, (a+ bcosu)sinv, bsinu) .

Solutie

Vectorii tangenti la suprafata sunt — si —, iar versorul normalei este

ou ov

1 6<I>X6<I>
Hg—ix%—fuau ov

16. In continuare, w = Pdy A dz + Qdz A dz + Rdx A dy este o 2-form
diferentiala iar 3 este imaginea unei panze parametrizate; sa se calculeze

integrala de suprafata / w.

a. w=ydyANdz+ zdz /\Eda:+;1:d:v/\dy,
¥ X(u,v) =ucosv, Y(u,v) = usinv, Z(u,v) = cv,
(u,v) € [a,b] x [0,2m).
b. w =zdy Adz + ydz A dz + zdx A dy,
Y:a?+y?+ 22 =R
c. w=yzdy Ndz + zxdz N\ dx + zydx A dy,
S

a2 b2 2 ’
d. w=xdy Ndz+ ydz N\ dx,
Y4y =22 z€[1,2).
e. w=(y+2)dy Ndz + (z + y)dz A dy,
Yt +y?t=a? 2 €]0,1].
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Solutie

Aplicam definitia integralei de suprafata de speta a doua.
a. lacobienii:

D(Z,X) D(X,Y)

=csinv, ———= = —ccosv, ——= = u,

D(u,v) D(u,v)

si deci:

b ’n .2 2 2 1 2 9
/w:/ du/ (cusm v —c*vcosv+u cosv)dv:ﬂrc(b —a)
p) a 0 2

b. Parametrizam sfera de centru O i raza R:

X(0,¢) = Rsinfcosp, Y(0,p) = Rsinfsinyp, Z(0,p) = Rcosb,

domeniul parametrizarii (0, ¢) € D = [0, 7] x [0, 27).

DY,Z) 9. 9

= R*sin”“ 0 cos ¢,
D(0,¢)
D(Z,X) 2 .2 :
——= = R”sin“fsinp,
D(0,¢)
D(va) 2 :
————= = R*sinf cosf
D(6,¢)

Rezulta / w = 41R3.
p)
c. Parametrizarea canonica a elipsoidului este:
X(0,¢) =aRsinfcosp, Y(0,p) =bRsinbfsinp, Z(0,p) = cRcosb,
6 € [0,7], ¢ € [0, 2m).

In continuare calculul este asemanator cu cel de la punctul anterior.
d. Parametrizarea canonica a conului este:

X(u,v) =vcosu, Y(u,v) =vsinu, Z(u,v) = v,
(u,v) € D =[0,2m) x [1,2].

Tacobienii:




8.3. INTEGRALE DE SUPRAFATA

Rezulta integrala:

14
/ w = // (1)2 cos? u + v? sin? u) dudv = —.
z D 3
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e. Parametrizarea canonica a cilindrului este: (¢, z) € D = [0,27) x [0, 1],

X(p,2z) =acosp, Y(p,z) =asing, Z(p,2) = z,.

Tacobienii:
D(Y, 2) D(Z,X) . D(X,Y)

——~ =acosp, ———= = asiny
D(yp, 2)

D(p.2) Do)

Rezulta integrala:

/w:// (asing + z) acos @ dpdz = 0.
b D

17. Sa se calculeze integralele de suprafata:
a. / xzdy AN dz + yzdz N dx + (x + y)dz A dy,
by
Y= {(z,y,2); 2>+ 3> =a% x>0,y >0,0< 2z <h}.
b. / xdy N\ dz + ydz A dx + zdx A dy,
b
Y={(z,y,2); 2> +y*+ 22 =R* 2 >0,y >0,z > 0}.
Solutie
a. Parametrizarea lui ¥ (o submultime a unui cilindru) este:

X((paz) = acosy, Y((,O,Z) = asinyp, Z(SO,Z) =z,

domeniul parametrizarii fiind (¢, z) € D = (0,%) x (0, h). Rezulta:

h
/a:zdyAdz+yzdz/\dm+ (x +y)dz ANdy = // a’zdpdz = Ln-_
N D

b. Portiunea de sfera ¥ are parametrizarea:

X(0,¢) = Rsinfcosp, Y(0,p) = Rsinfsiny, Z(0,p) = Rcosb,

domeniul parametrizarii (6,p) € D = [0, 5] x [0, 5).

In continuare calculul este similar cu cel din exercitiul anterior (punctul b).



262  CAPITOLUL 8. INTEGRALE CURBILINII SI DE SUPRAFATA

18. Sa se calculeze integrala de suprafata de prima speta

/ F(z,y,z)do
P

in urmatoarele cazuri:
a. F(x,y,2) = |zyz], ©: 22 =22 +42, 2 €[0,1].
b. F(z,y,2) =yvz, X : 22 +y> =62, 2 € [0,2].

c. F(z,y,2) =24 S ={(z,9,2); 2= /o2 + 92, 2> +y*> — 6y < 0.}.
Solutie

Se aplica definitia integralei de suprafata de prima speta.

a. Parametrizarea carteziana a conului este:

2= f(z,y) =\/22 + 92, D = {(z,y); 2> + y* < 1}.

Rezulta:

2 Y2
/E|xyz]daz//D|xy|\/x2+y2\/1+$2+y2+x2+y2dasdy:
4v/2
:\/5//D|zyh/1:2—|—y2d:ndy:\5[.

b. Parametrizarea carteziana a paraboloidului este:

1
2= flz,y) = 5(9«3 +4?), D ={(z,y) € R* | 2* +y* < 12}.

Rezulta:

/Ey\/gda://[)y\/é(ﬂ—i-y?) \/1+;(x2+y2)dxdy:

1 o2 \/ﬁg pz
= — d/ 1+ — siny =0.
Gl e A1

c. Cu parametrizarea carteziana

z= /a2 + 42, (z,y) € D={(z,y) | 2> +y* < 6y}.

/zzdaz// (2% 4 y?)dzdy =
b D

™ 6sin ¢ 243
:/ dgp/ pPdp = -5
0 0

rezulta:
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19. Sa se calculeze ariile suprafetelor:
a. sfera de raza R.
b. conul 2% = 22 + 42, z € [0, h].
c. paraboloidul z = 22 + 42, z € [0, hl.
Solutii
a. Parametrizarea canonica a sferei este:

X(0,p) = Rsinfcosyp, Y(0,p) = Rsinfsinp, Z(0,p) = Rcos®,

domeniul parametrizarii (0, ¢) € D = [0, 7] x [0, 27).
Notand ®(0,¢) = (X (0,¢),Y(0,¢), Z(0, ¢)), rezulta:

0d 09
0 9,
= (Rcosfcosp, Rcosfsinp, —Rsinf) x (—Rsinfsin g, Rsinf cos p,0) =
= (R2 sin? 6 cos ¢, R? sin® @ sin ¢, R? sin 0 cos 9) .
Elementul de suprafata este:

0® 09

I ETRe 90 |= R*sin#.

Rezulta aria sferei Sg
do = // r? sin 6 dfdp = 4w R>.
Sr D

b. Parametrizarea cartezianad a conului este:

z=/22+y2, (v,y) € D ={(z,y) € R | 2” +y* < h°}.

Rezulta aria conului Cy:
do = / / V2dxdy = V2rh?.
Ch D

c. Parametrizarea carteziana a paraboloidului este:
z=a2"+y (r,y) € D={(x,y) € R* | 2® +y* < h}.

Rezulta aria paraboloidului Pj:

da:// 1+ 422 + 4y?dedy =
P, D
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2 vh T
= 2dp = — 3 _
/0 d(p/o py/ 1+ 4p4dp 5 <\/(1+4h) 1>.

20. Si se calculeze aria A a suprafetei ¥ in urmatoarele cazuri:
a. Y:2z2=4—22—192% 2€10,1].
b. ¥ este submultimea de pe sfera z? + y? + 22 = 1, situata in interiorul
conului 22 + y? = 22.
c. ¥ este submultimea de pe sfera 22 + y? + 22 = R?, situata in interiorul
cilindrului 2 + 3% — Ry = 0.
d. ¥ este submultimea de pe paraboloidul z = z? 4 y? situata in interiorul
cilindrului 22 + 32 = 2y.
e. X este torul.
Solutie

Aria suprafetei ¥ este A = / do.

D)
a.A:// 1+ 22 +y2dzdy, D = {(z,y); 2 < 2® + y? < 4}.
oV 1 y2dxdy {(z,y) y } 1
. =2 —_—_— D = 2| 22 2 <2

_ R _ .2 2
d. A:// 1+ 422 + dy2dady, D = {(z,y); 2> +y* < 2y}.
D

e. A= // (a+ bcosu)dudv, D = [0,27] x [0, 27].
D

21. Sa se calculeze fluxul campului de vectori V prin suprafata ¥ in
urmatoarele cazuri:
a. V=axityj+zk, X: 22 =22+9%2¢€[0,1].
b. V=yi—aj+ 2%k X: 2=2%+4> 2€0,1].
c. V:\/:%y?@i—xj%—k),il: z=4—22—y% 2 €[0,1].
Solutie
Fluxul campului de vectori V prin suprafata 3 in raport cu normala 7 este,

prin definitie, Fx (V) = / Vado, @ fiind versorul normalei la suprafata .
b

Dacd ® : D — R? este o parametrizare a lui 3, atunci fluxul este:

/Vnda—// (aq) ?;I))d dv =
= (o G )
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— o0 | 09
ultima paranteza fiind produsul mixt al vectorilor V o ®, M si 0
u v

a. Considerand parametrizarea carteziana z = /22 + y2, obtinem

1 -~ -
_ . : [ 2 4 02
n= 50 y2)( xt—yj+/xc+y k:)

si deci fluxul este 0 deoarece vectorii V' si T sunt ortogonali.
b. Considerdnd parametrizarea carteziana

z=2"+y* D={(z,y); 2> +y* < 1},

obtinem:

s 1 2 T
fz(V)Z//D(wQJrf)dedy:/o dp/O prdp = 3.

c. Cu parametrizarea carteziana
z=4—a2?—y? D={(z,y); 3 <2*+y* <4},

obtinem:

_ 1 2 21

22. Fie a < b doua numere reale si f, g : [a,b] — R doua functii continue
astfel incat f(t) > 0, Vt € [a,b]. Fie I' o curba (situata in planul y = 0) de
parametrizare

z(t) = f(1), y(t) = 0, 2(t) = g(1)

si fie X suprafata de rotatie obtinuta prin rotirea curbei I' in jurul axei Oz.
Sa se calculeze aria suprafetei 3.

Solutie

Parametrizarea suprafetei X este

O (u,v) = (f(u)cosv, f(u)sinwv, g(u)), (u,v) € [a,b] x [0, 27]

si deci aria este:

) = [Ldo = [T aw [ 1702+ ()2 du =

=2 [ 1\ + ()2 e
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Abscisa centrului de greutate al curbei (omogene) I' este

_ Jpads
 rds

unde, L este lungimea lui I'. Rezulta deci A(X) = 2w Lzg.

Ira

= 1 [ )+ ()2

23. Sa se calculeze masa si coordonatele centrului de greutate ale unei
semisfere S de raza R gi avand densitatea constanta c.
Solutie
Masa este data de formula M = / cdo, iar coordonatele centrului de greu-
S

tate sunt:

1 1 1
CBG:M/SCCBCZO', yG:M/SCde’ ZG:M/SCZCZU'

Considerand semisfera cu centrul in origine si situatd in semiplanul z > 0,
parametrizarea este:
X(0,¢) = Rsinf cos ¢,

Y (60,9) = Rsinf cos y,
Z(9,¢) = Reost, (6,¢) € [0,3] x [0,2].
Rezulta:
2m 3
M:/cdcr:/ dgp/ cR? sinfdf = 2w R%c.
S 0 0
Din motive de simetrie (sau calcul direct) rezulta z¢ = yg = 0.

1 1 2 2 R
20 = — czd(f:—/ d / cR3sin6 cosfdb = =.
“ M/S M Jo 4 0 2



Capitolul 9

Formule integrale

9.1 Notiuni teoretice

Formula Green-Riemann
Fie (K,0K) un compact cu bord orientat inclus in R? (orientarea pe 0K
este sensul trigonometric pozitiv) si fie

o = Pdx + Qdy

o 1-formi diferentiald de clasd C' pe o vecinatate a lui K; atunci:

/8KPda:+Qdy://K<Zig—g];>dxdy.

Dacd V = Pi+Qj este cAmpul vectorial asociat (in mod canonic) formei
diferentiale a, atunci formula se scrie sub forma:

fucVr= [ J (G =g ) oo

O consecinta este urméatoarea formula pentru arie (notatiile gi orientarea
pe bordul 0K sunt cele de mai sus):

1
aria(K) = 5/ xdy — ydx.
oK

Formula Gauss-Ostrogradski
Fie K C R? un compact cu bord orientat ( bordul K orientat dupa normala
exterioard). Atunci, pentru orice 2-forméa diferentiald

w = Pdy Ndz + Qdz A dx + Rdx N\ dy

267
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de clasd C! pe o vecinitate a lui K, are loc egalitatea:

P
/ de/\dz+de/\d:U+Rdx/\dy—/// (8 6822 aaf)dxdydz

Dac# notdm cu V = Pi+ Qj + Rk campul vectorial asociat (in mod
canonic) 2-formei diferentiale w, atunci formula de mai sus se scrie:

Vado = / / / div(V)dzdydz,
0K

unde, 7 este normala exterioard la K, iar div(V) = ar + 83 + az este
divergenta lui V. Observam ci membrul stang este fluxul cAmpului V prin
suprafata 0K, de aceea formula Gauss-Ostrogradski se mai numeste si for-
mula flux-divergenta.

Formula lui Stokes
Fie (3, 0%) o suprafata bordata orientata (orientarea pe X este compatibila
cu orientarea pe bordul 0%) si fie « = Pdz+Qdy+ Rdz o 1-forma diferentiala
de clasd C! pe o vecinitate a lui ¥; atunci:

/Pd:c+Qdy+Rdz:

%

_ [ (oRr _0Q or _oRr 5@?_313>
—/z<3y 8z>dy/\dz+(8z 8x)d2’/\daﬁ+<a$ By dz N dy.

Daci V = Pi+ Qj + Rk este cAmpul vectorial asociat (in mod canonic)
formei diferentiale «, atunci formula lui Stokes se scrie:

Vdr = / (rotV)ndo,
ox by
orientarile pe curba (inchisa) 03 si pe suprafata ¥ fiind compatibile.
In exercitiile care urmeaza, se subintelege, atunci cand este cazul, ca

orientarile pe curbe si suprafete sunt compatibile, adicd sunt Indeplinite
ipotezele formulelor de mai sus.
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9.2 Formula Green-Riemann

1. Sa se calculeze direct si aplicand formula Green-Riemann integrala cur-
bilinie /F « In urmatoarele cazuri:

a. o = y’dz + zdy,

" este patratul cu varfurile A(0,0), B(2,0),C(2,2), D(0,2).

b. a = ydz + 2%dy, I este cercul cu centrul in origine si de razs 2.

c. a =ydx — xzdy, I este elipsa de semiaxe a si b si de centru O.

Solutie

Calculul direct al integralelor il lasam ca exercitiu. Calculam integralele
aplicand formula Green-Riemann; notam cu K compactul marginit de I'.
a. Compactul K este interiorul patratului:

2 2
/deaz +xdy = // (1 —2y)dxdy = / dZE/ (1 —2y)dy = —4.
K 0 0

b. Compactul K este discul de centru O gi raza 2; pentru calculul integralei
duble folosim coordonatele polare (p, ¢):

2 2m
/ ydx + z?dy = // (22 — 1)dzdy = / dp/ (2pcosp — 1)pdp = —4m.
r K 0 0

c. Compactul K este interiorul elipsei; pentru calculul integralei duble
folosim coordonatele polare generalizate:

1 2m
/ ydx — xdy = // 2dxdy = / dp 2abpdyp = 2mab.
r K 0 0

. -y z
2. Fie a = o dz + 21 dy.
a. Sa se calculeze integrala curbilinie a, unde, am notat cu C(O, R)
C(O,R)

cercul de centru O si raza R > 0.

b. Sa se calculeze / «, unde, I' este o curba arbitrard inchisa astfel incat
r

O¢grT.

Solutie

a. Si observam, mai intai c& a € C*(R?\{0}), deci pentru calculul integralei

de la punctul a nu se poate aplica formula Green-Riemann. Folosim definitia

integralei curbilinii; parametrizam cercul:

x(t) = Rcost, y(t) = Rsint, t € [0,2m)
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si obtinem:

2T
/ a= dt = 2.
C(O,R) 0

b. Notam cu K compactul marginit de curba I'. Distingem doua cazuri:
dacd O € K (se poate aplica formula Green-Riemann) sau daca O € K (nu
se poate aplica formula Green-Riemann).
Presupunem mai intai ca O ¢ K; atunci:

o1, ) )=

Presupunem acum ca O € K; fie R > 0 astfel incat C(O, R) este inclus in
interiorul lui K. Notam cu D(O, R) discul deschis de centru O si raza R.
Fie A compactul A = K \ D(O, R). Bordul orientat al lui A este reuniunea
0A =TUC(O, R), sensul pe cerc fiind sensul trigonometric negativ. Deoarece

O ¢ A, avem:
/ a:// Odzdy = 0.
A A
Rezulta:
/ a = / a = 2T.
r C(O,R)
3. Fiea=——Y_ g + Tty dy. Sa se calculeze integrala curbilinie
2 + y2 2 + y2
a, unde I" este o curba arbitrara inchisa cu O € I
r
Solutie

Observam ca « este o 1-forma diferentiala inchisa. In continuare aplicim
rationamentul de la exercitiul precedent.

4. Sa se calculeze urmatoarele integrale curbilinii direct si aplicand for-

mula Green-Riemann: ) )

ﬁ_}rﬁ €T y
a. /Feaz v? (—ydz + zdy), I' = {(z,y) | po + o 1}.
2

b. /azydx—i— :Ldy,
r 2

I={(z,y) |2*+y"=12<0<y}U{(z,y) |z +y=—-1,2 <0,y <0}

Solutie

Pentru calculul direct se parametrizeaza cele doua curbe si se aplica definitia

integralei curbilinii. Vom calcula acum integralele cu ajutorul formulei

Green-Riemann.

a. Elipsa I' este inchisi iar 1-forma diferentiald este de clasa C! pe RZ,
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deci putem aplica formula Green-Riemann (notam K multimea compacta
marginita de I'):

ﬁ_i_ﬁ ﬁ—}-ﬁ .',U2 y2
/ ea? "2 (—ydx + xdy) = // 2ea2 707 | 14+ — + 5 | dzdy,
T K a b

integrala dubla calculandu-se cu coordonate polare generalizate.

b. Curba I' nu este inchisa, deci nu putem aplica direct formula Green-
Riemann. Fie A(0,—1) si B(0,1) si fie [AB] segmentul orientat (de la A
catre B) determinat de aceste puncte. Fie A = I' U [AB]; atunci A este o
curba inchisa si deci, aplicand formula Green-Riemann, obtinem (notam cu
K compactul marginit de A):

2
/ xydx + x—dy = // Odzxdy = 0.
A 2 K

Rezulta deci:
x? x?
/ rydr + —dy = —/ xydr + —dy =0,
r 2 [AB] 2
ultima integrala curbilinie calculandu-se imediat cu definitia.

5. Sa se calculeze aria multimii marginite de curba I' in urmatoarele
cazuri:

y?
ﬁ—i_bﬁzl’ (a>0,b>0).
b. x5 —|—y% =1.
Solutie

1
Aria multimii marginite de curba IT" este A = 3 / zdy — ydx.

a. Cu parametrizarea x(t) = acost, y(t) = bsint, t € [0, 27), obtinem:
1 2 .92
A== [ ab (cos t + sin t) dt = mab.
2 Jr
b. Cu parametrizarea z(t) = cos®t, y(t) = sin®¢, ¢ € [0, 27), obtinem:

1 37 L 3
.A:f/:cdy—yda::f/ sin“t cos” tdt = —.
2Jr 2 Jo 8
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6. a. Fie p = p(t), t € [a,b] ecuatia in coordonate polare a unei curbe

1 b
inchise I'. Sa se demonstreze ca aria interiorului lui I' este A = 3 / p2(t)dt.

Fie a > 0, b > 0; sa se calculeze ariile multimilor marginite de c({lrbele de

ecuatii (in coordonate polare):
ab

b p(t) = Va2sint + b2 cos? t’

c. p(t) = a(l+ cost), t € [0, ]

Solutie

a. Cu parametrizarea x(t) = p(t) cost, y(t) = p(t)sint, t € [a, b], obtinem:

t € [0,27].

1 1 b,
A:f/xdy—ydx:f/p(t)dt.
2Jr 2 Ja

1 27 a2b2 o) du
b.A:f/ dt:2a2b2/ ———— = 7ab.
2Jo a?sin?t+ b2cost o a?u?+ b2

c. Analog.

7. Sa se calculeze circulatia cAmpului de vectori V pe curba I' in cazurile:

a. V=y’i+ ﬂﬁyi,
I ={(z,9);2° +y* =1,y > 0} U{(z,y);y = 2> — 1,y < 0}

b. V = €% cosyi — €% sinyj.
I este o curba arbitrara continuta in semiplanul superior care uneste punctele
A(1,0) si B(—1,0), sensul fiind de la A citre B.
Solutie
a. Vom aplica formula Green-Riemann; notand cu K interiorul curbei I,

obtinem:
1— 12
/Vdr—// —ydxdy = — / da:/

b. Curba nu este inchisa; fie [BA] segmentul orientat (de la B catre A) si
fie curba inchisd A = T' U [BA]. Calculam circulatia lui V' pe curba A cu
ajutorul formulei Green-Riemann (notam cu K compactul marginit de A):

/Vw // Odzdy = 0,

deci circulatia pe curba I' este egala cu circulatia pe segmentul orientat

[AB]:
1
/Vd?z Vd?z—/ etdt =1 —e.
r [AB] 0
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8. Fiea < b, fiey : [a,b] — R?, y(t) = (z(t),y(t)), un drum parametrizat
inchis (vy(a) = 7(b)) , orientat in sens trigonometric pozitiv si fie K com-
pactul mirginit de imaginea lui . Intr-un punct arbitrar y(t) = (2(t), y(t)),
consideram vectorul normal la v, 7(t) = (¢/(¢), —2(t)). Sa se demonstreze
ci pentru orice camp de vectori V' de clasa C! pe o vecinatate a lui K, avem:

/abV(’y(t) // div(V)dxdy.
Solutie

Din definitia integralei curbilinii, rezulta:

b__
LV@@M@&-AP@—Q@.

Aplicand ultimei integrale curbilinii formula Green-Riemann, obtinem:

KV@@M@&:AP@—Q%:
—// <E9P+8Q>d dy—// div(V)dxdy.

9. Formula de medie pentru functii armonice
O functie f : U C R? — R se numeste armonics pe U daci
0*f  0*f

Ap=21 4T .
f= 92 + By OpeU.

Fie f o functie armonica pe discul unitate. Atunci:

2w

f((0,0)) = f(pcost, psint)dt, Vp € (0,1),

o

egalitate numita formula de medie pentru functii armonice.
Solutie
Fie p € (0,1) si fie

1 2
/ f(pcost, psint)dt.

Q(P):% 0

Vom demonstra ca functia g este constanta.
Pentru aceasta, calculam derivata sa:

1 (2 /0 0
d(p) = %/0 (ai(pcost,psint) cost + 8?J;(,OCOSlt,psimt) sint) dt =
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_ b of of . ) _
_27rp/ <3 (pcost, psint), ay(PCOSt7PSIHt) (pcost, psint) dt.

Vom aplica acum rezultatul exercitiului 8 de mai sus.
Vectorul m = (pcost, psint) este vectorul normal (exterior) la cercul de

— 0
centru O i raza p, iar campul vectorial V = of; 1+ /5 j. Obtinem (notam

Ox Oy

cu K discul de centru O si raza p):

// Afdxdy = 0.
27rp

Rezulta deci ca functia g este constanta pe intervalul (0,1); in consecinta,

avem:
1 2

o | flpcost, psint)dt = g(p) = lim g(p) =
™ Jo p—
= L 7 r0.0) = £0.0))
m™Jo

9.3 Formula Gauss-Ostrogradski

10. Sa se calculeze integrala de suprafata / w In urmatoarele cazuri:
b

a. w=2’dy A dz — 2xydz A dx + 23dx A dy.

Y= {(z,y,2); 22 +y* + 22 = 9}.

b. w=yzdy Adz — (x + 2)dz A dz + (22 + y? + 32)dx A dy.
S={(z,y,2);22 +y? =4 22,2 > 1}U{(2,y,2);22 +y?> <4— 22,2 =1}.
c. w=xz(z+3)dy ANdz + yzdz Ndx — (2 + 22)dz A dy.

Y= {(z,y,2);2* +y* + 22 =1, 2 > 0}.

Solutie

a. Fie K = {(z,y, 2);2% +y? + 22 <9},

aplicand formula Gauss-Ostrogradski (sunt verificate ipotezele), obtinem:

/ 22dy A dz — 2zydz A dx + 22dx A dy = /// 322dxdydz,
) K

integrala tripla calculdndu-se folosind coordonate sferice.

b. Fie K compactul marginit de suprafata (inchisa) ¥ si fie

D = {(z,y); 2% + y? < 2} proiectia lui K pe planul xOy; aplicand formula
Gauss-Ostrogradski, obtinem:

2-3 (@ +y%)
/w:/// dedydz:?)//dmdy/
by K D 1
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c. Suprafata ¥ nu este inchisa, deci formula Gauss-Ostrogradski nu se poate
aplica.

Fie D = {(z,y,2); 22 +y*> < 1,z = 0} si fie S = Y U D, orientatd cu
normala exterioard (pe D normala este —k). Fie K compactul al ciarui bord
(orientat) este suprafata (inchisa) S. Aplicand formula Gauss-Ostrogradski,
obtinem:

4
/ z(z + 3)dy Adz + yzdz AN dx — (2 + 22)dz A dy = /// 2dxdydz = ?ﬂ
S K
Rezulta deci:
/ x(z + 3)dy A dz + yzdz Adx — (2 + 22)dx A dy =
%

4
:?ﬂ—/ z(z + 3)dy A dz + yzdz A dx — (2 + 2%)dx A dy.
D

Calculand ultima integrala de suprafata cu definitia, obtinem:

/9:(2+3)dy/\dz+yzdz/\da:—(z+z2)dx/\dy:—// Odxdy = 0,
D D

. . 3
si dem/w:%.
by

11. Sa se calculeze integrala de suprafata / w direct gi folosind formula
b

Gauss-Ostrogradski in urmatoarele cazuri:

a. w=uz(y—2)dy Ndz+y(z —x)dz Ndz + z(z — y)dz N dy.
S={(z,y,2);z2=1—-a2?—y% 2> 0} U {(z,y,2) 22 + 1> <1,z =0}.

b. w=2%(y — 2)dy A dz + y*(z — x)dz A dx + 2%(x — y)dx A dy.
Y={(z,y,2);22 =22+ 9%, 0< 2z < 1}.

Solutie

Analog cu exercitiul anterior; in cazul b trebuie si reunim la X discul
D = {(z,y,2);2%> + y?> < 1,z = 1}, orientat dupa normala k. Obtinem

1 2m
/w:—/ dp/ p*(cos ¢ — sinp)dy = 0.
b 0 0

12. Fie a, b, ¢ trei numere strict pozitive. Sa se calculeze fluxul campului
vectorial:
V =a(zy + az)i — y(xy — az)j + 22k

prin suprafata Y. de ecuatie:

2 2\ 2 2
x Y z
<a2+b2) et
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Solutie
Ecuatia suprafetei ¥ se poate scrie sub forma echivalenta:
2 2 2
x z
Stm=\1- %
a b2 c2

deci z € [—c, c]. Intersectiile suprafetei 3 cu plane orizontale (z = constant)
sunt elipsele S(z) de ecuatii:

1.2 y2

() ()

Semiaxele acestor elipse sunt

2 2
4/ z . 4/ z

Fie D(z) multimea (din planul orizontal z = constant) marginita de elipsa
S(z); atunci aria lui D(z) este:

Pentru calculul fluxului se poate aplica formula Gauss-Ostrogradski; fie m
normala exterioara la ¥ i fie {2 compactul marginit de ¥; atunci:

/Vnda—/// div(V d:z:dydz-/ dz// (2az + 32%) dady =
D(z)

= mab (2az+3z )1/1——dz-37rab/ \/
—67rab/ 1/ z—67rab/ csmt 1 — sin? tccostdt

27rabc /0 sin? 2t dt = 27r abc®.

13. Legea lui Gauss
Pentru orice ¢ > 0, consideram campul scalar

fz,y,2) = d — 4

An/22 + 2 + 22 dmr
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si fie campul de gradienti:
E = —gradf.

Campul scalar f reprezinta potentialul electric (sau potential Newtonian)

asociat sarcinei electrice ¢ plasate in O, iar F este campul electric generat

(sau camp Newtonian).

a. Sa se expliciteze E si si se demonstreze ci este camp solenoidal, adicé:

divE = 0.

b. Si se demonstreze ca fluxul cAmpului F prin orice suprafati inchisa ce

nu contine originea in interior este nul.

c. Si se demonstreze ca fluxul cAmpului E prin orice suprafats inchisa ce

contine originea in interior este ¢, (legea lui Gauss).

Solutie

a. Putem calcula E direct cu definitia, sau aplicand proprietatile gradien-

tului; obtinem: B
E=—gradf = L

S 4 r3

Aratam acum ca E este solenoidal:

q
476

divE = —grad(divf) = —Af = (3r3 —3r(2® +y* + 22)) =0.

b. Fie ¥ o suprafata inchisa ce nu contine originea in interior. Deoarece
campul electric E este de clasa C' pe R?\ {O}, sunt indeplinite ipotezele
formulei Gauss-Ostrogradski si deci, (notam cu K compactul marginit de 3
si cu T versorul normalei exterioare la ), obtinem:

fg(E):/EEﬁda:///KdiVdedydz:O.

c. Fie acum ¥ o suprafata inchisa ce contine originea in interior. Deoarece
E nu este de clasa C! pe compactul K mirginit de ¥, (E nefiind de clasa C!
in origine), nu putem aplica formula Gauss-Ostrogradski pentru a calcula
fluxul lui E prin ¥. Fie R > 0 astfel incat sfera de centru O si razia R
(notata in continuare cu S), sa fie inclusa in interiorul lui ¥. Fie suprafata
(inchisa) ¥; = ¥ U S, orientata dupa normala exterioara (deci pe S este
normala interioara la sfera). Fie K7 multimea compacta marginita de X.
Deoarece O ¢ K1, fluxul lui E prin ¥; este nul (conform (b)). Rezulta ca
fluxul lui E prin X este egal cu fluxul lui E prin S (orientatd dupd normala

e T g
exterioara n = = la sferd):

2m T
}—E(E):/Sﬁﬁdazﬁ/o dgp/o sinf df = q.
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14. Fien € N sifie ¢, > 0, Ve € {1,2,..,n}. Fie A,,1 € {1,2,..,n}, n
puncte in R? de coordonate (4, Y1, 2,). Notam cu 7, vectorul de pozitie al
punctului A4,. Potentialul electric generat de sarcinile electrice g, plasate in
punctele A, este

1~ @
T,Y,z2) = — = _ = |’
f( Y ) 4F;”T_TZH

unde, || - || este norma euclidiani in R3. Fie E = —gradf campul electric

asociat potentialului f. Sa se demonstreze ca fluxul campului electric F

printr-o suprafata arbitrara inchisa ce contine toate punctele A, in interi-
n

orul ei este egal cu Z Q-
1=1
Solutie

Se aplica rationamentul din exercitiul anterior.

15. Legea lui Arhimede

Consideram un recipient (continut in semispatiul z < 0) in care s-a turnat
un lichid avand densitatea constanta c.

Scufundam in lichid un corp pe care 1l asimilam cu un compact cu bord orien-
tat (K,0K). Presupunand ca presiunea exercitata de lichid asupra corpului
scufundat cregte proportional cu adancimea, obtinem pentru campul presiu-
nilor formula V' = czk. Forta ascensionali pe care lichidul o exercitd asupra
corpului scufundat este, prin definitie, egala cu fluxul campului presiunilor
prin suprafata (bordul) K, in raport cu normala exterioara, 7. Aplicand
formula Gauss-Ostrogradski, obtinem:

For (V) = BKVﬁdU =

:/// dide:):dydz:/// cdrdydz = cvol(K),
K K

adica forta ascensionalad este egald cu masa lichidului dezlocuit de corpul
scufundat.

16. Fie ¥ o suprafata inchisa si fie K compactul marginit de 3. Sa se
demonstreze ca:

1
f/Fﬁdazvol(K),
3 /s
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unde, 7@ este normala exterioara la .

Solutie
Se aplica formula Gauss-Ostrogradski:

;/Zrnda: ;///Kdiv(r) dxdydz:///K drdydz = vol(K).

7 si fie suprafata

‘??‘\
IS ﬁ‘

17. Fie campul vectorial V =7 +
r

Y= {(x,y,z);z = 3_$2 _y2>1 < Z} U{(:):,y,z);xz +y2 < 2,2 = 1}
Sa se calculeze fluxul lui V prin ¥ (orientatd dupd normala exterioard).

Solutie
Se aplica formula Gauss-Ostrogradski; pentru aceasta, calculam

divV = div (1" + k:r) =3+ (q) divr + rFgrad (T) =
r r r

kT 1 _ _
- Z 47 S grad(kF) + (E7)gradr ) =
3+3r4 +T(T4gra( 7) + (k7)gradr >

kT k k7
— 343~ +r<4—4( T)r> =3
r r

76

Notand cu K compactul marginit de suprafata >, rezulta:

Fu(V) = /E Vndo = / / /K 3dxdydz = 3vol(K).

1 _
18. Sa se calculeze fluxul campului vectorial V = — (7 x k) prin:
T

a. O suprafata inchisa arbitrara ce nu contine originea in interior.

b. Sfera de centru O si raza R.

Solutie

a. In primul caz se poate aplica formula Gauss-Ostrogradski; fluxul este nul
deoarece divV = 0.

b. In cazul al doilea, fluxul se calculeazi cu definitia integralei de suprafati
(nu sunt indeplinite ipotezele formulei Gauss-Ostrogradski); si in acest caz
fluxul este tot 0 deoarece vectorii V si normala exterioars la sfers sunt or-
togonali.
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19. Formulele lui Green
Fie (K,0K) un compact cu bord orientat din R®. Fie 7 normala exterioar
la OK si fie f,g doud functii de clasia C? pe o vecinitate a lui K. S& se
demonstreze formulele lui Green:

a. / f(gradg)ndaz/// <ng+(gradf)(gradg)) dxdydz.

b. / < (gradg) —g(gradf))nda—/// (ng gAf)dxdydz

Solutie
a. Pentru prima formula se aplica formula Gauss-Ostrogradski campului de
vectori V = f gradg:

/8Kf(gradg)ﬁda = ///Kdiv(fgradg) drdydz =

= ///K<f div(gradg) + (gradg) (gradf)> dzdydz =
= ///K(ng—l—(gradg) (gradf)) drdydz.

b. A doua formula rezulta direct din prima.

20. Fie (K,0K) un compact cu bord orientat din R? si fie 7@ versorul nor-
malei exterioare la suprafata K. Fie h o functie armonica pe o vecinatate a

lui K si fie — derivata dupa directia 7 a lui k. Sa se demonstreze egalitatile:

dh
a./ —do = 0.
o]

K dn
b. h—da = /// | gradh ||* dzdyd:z.
Solu§1e

a. Se aplica prima formula a lui Green pentru: f = 1 gi ¢ = h; o altd
metoda este de a aplica formula Gauss-Ostrogradski cAmpului V' = gradh:

dh
—da—/ radh)m do =
/az( dn 8K(g )

_ / / /K div(gradh) dzdydz = / / /K Ah = 0.

b. Se aplica a doua formula a lui Green pentru f = g = h; o alta metoda
constd in a aplica formula Gauss-Ostrogradski pentru V = h gradh:
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:///Kdiv(hgradh) dxdydz =
B / / /K(h div(gradh) + (gradh) (gradh)> dzdydz =

:/// (hAg—i— | gradh HQ) dxdydz:/// | gradh ||2 drdydz.
K K

9.4 Formula lui Stokes

21. Sa se calculeze, folosind formula lui Stokes, integrala curbilinie / o in
r
urmatoarele cazuri:

a.a=(y—z2)de+ (z—x)dy + (x — y)dz.

lFiz=a224+9y% 2=1.

b. a = ydz + 2dy + zdz,

F:a?4+y2+22=1,24+y+2=0.

Solutie

a. Fie suprafata ¥ = {(z,v,2); 2z = 22 +y?+ 22, 2 < 1}; atunci I' este bordul
lui ¥ si aplicAnd formula lui Stokes obtinem (lasam ca exercitiu verificarea
compatibilitatii orientarilor):

/(y—z)dw—l—(z—:n)dy—i—(m—y)dz:/ —2(dy Ndz+dzNdx +dz ANdy) =
r P

= —2// (—2z — 2y + 1)dzdy,
D

unde D este discul unitate.
b. Fie 0 unghiul facut de planul = + y + z = 0 cu planul xOy; atunci:

|3

1 - - - —
cos=—=0G+7+k) -k
7 (t+7+Fk)
Intersectia dintre sfera si plan este un cerc mare al sferei, notat I". Con-
sideram drept suprafata X portiunea din planul z + y + z = 0 situata in
interiorul sferei 22 4+ 4% + 22 = 1. Evident, aria lui ¥ este 7. Fie D proiectia
lui ¥ pe planul zOy. Aria lui D (care este interiorul unei elipse) este:

V3

aria(D) = aria(X) - cosf = 7 3

Rezulta:

/ydac+zdy+xdz:—/(dy/\dz—i—dz/\dx—i—dac/\dy):
r )
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= —//D3dxdy = —3aria(D) = —V/37.

22. Sa se calculeze circulatia cAmpului vectorial
V=0+2i+ @+ 227+ (@ + )k

pecurba I': 22 +y? + 22 = R%, ax + by + cz = 0.

Solutie

Curba I este un cerc mare al sferei (intersectia sferei cu un plan ce trece prin
centrul sferei); consideram drept suprafata ¥ oricare din cele doua semisfere
determinate de plan pe sfera. Aplicand formula lui Stokes, obtinem:

/Vd?:/(rotV)ﬁda:
r s

:/E(Z(y—z)z+2(z—x)j+2(a:—y)E) - —(zi+yj+zk)do =0,

==

deoarece versorul normalei (exterioare) la sfera, m = %F si rotV sunt per-
pendiculari.

23. Sa se calculeze, folosind formula lui Stokes, integralele:
a. / y(y + 22)dx + 2z(y + 2)dy + 2xydz , T : 22 = 22 + 92, 2% + 4 = 2.
r

b. /2zda:—xdy+xdz Triz=y+1,22+y2=1.
r
Solutie
a. Integrala este 0.
b. Considerdnd ¥ portiunea din planul z = y + 1 situata in interiorul
cilindrului 22 4+ y? = 1, si aplicand formula lui Stokes, obtinem:

/ZZd:E—acdy—l—:L‘dz :/ dz/\d;v—d:z‘/\dyz// —2dxdy = —2m,
r by D
unde, D este discul unitate (proiectia suprafetei 3 pe planul xOvy).
24. Sa se calculeze direct gi cu formula lui Stokes integrala curbilinie
/(y2 — 2 dz + (2% — 2H)dy + (2% — 3?)dz,
r
unde I este poligonul de intersectie dintre cubul [0, 1] x [0, 1] x [0, 1] si planul

bytr=s
X Z = —.
y 2
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Solutie

I' este un hexagon regulat. Pentru a calcula integrala cu definitia trebuie
parametrizate laturile hexagonului; de exemplu, latura din planul zOy are
parametrizarea:

3 1
H=t,yt)=>—t, te|=,1|.
w(t) = t,y(t) = 5 1]
Calculam acum integrala aplicand formula lui Stokes. Fie Y portiunea din
planul z + y + z = — situata in interiorul cubului (interiorul hexagonului).

Proiectia lui % pe planul Oy este multimea

3

DO | =

D = {(z,y);

C 3 . L .
a carel arle este 1 O parametrizare (carteziana) a suprafetei 3 este

3
Z:§_$_y7 (:L',y)GD

Aplicand formula lui Stokes, obtinem:

/F(y2 — 2A)dx + (22 — 2B dy + (2 — y*)dz =

:—2/(x+y)daj/\dy+(y+z)dy/\dz—|—(z+:v)dz/\da::
b

= —2// 3dxdy = —6 aria(D) = —2.
D 2

25. Sa se calculeze direct si aplicand formula lui Stokes integrala
/Fmdx + (z+y)dy + (z +y + 2)dz,
pe curba I' de ecuatii:
w2+y2 = R?, z=x+y.

Solutie
Pentru a calcula integrala direct parametrizam

I': z(t) = Rcost,y(t) = Rsint, z(t) = R(cost +sint),t € [0, 2m).
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Pentru a aplica formula lui Stokes, consideram suprafata > portiunea din
planul z = x4y situatd in interiorul cilindrului #2412 = R?. Proiectia lui &
pe planul xOy este discul de centru O si raza R, notat D. O parametrizare
carteziana pentru X este z = x4y, (x,y) € D. Aplicand formula lui Stokes,
obtinem:

/:cdw+(:1:+y)dy+(a:+y+z)dz:/da:/\dy—i—dy/\dz—dz/\da::
r b
:// dxdy = TR?.
D

26. Si se calculeze circulatia cAmpului de vectori V = ~(k x 7) pe curba,
I'=T7Ul'yUTI}3, unde:
T ={(z,y,2);22 4+ =1,2=0,2 > 0,y > 0}
Ty ={(z,y,2);9> + 2 =1L =0,y >0,z >0}
I's = {(x,y,z);z2+g:2 =1y=0,2>0,z > 0}
Solutie
Vom aplica formula lui Stokes; pentru aceasta, calculam mai intai rotorul
campului V:

S =

— 1 — — 1
rotV = —rot(k x 7) — (k x T)grad— =
r r

S|

e o= dk dr\ - T 2k
(/{:dlvr—rdlvk—i—mﬁ—%)—k(lﬂxr)ﬁ_T.

Fie suprafata ¥ = {(z,y, 2); 2% + y> + 22 = 1,2 > 0,y > 0,z > 0}; evident,
bordul lui 3 este I'. Aplicand formula lui Stokes, obtinem:

/ Vdr = / rotVado,
r pY

unde, 7 = T este versorul normalei exterioare la 3. Pentru a calcula integrala
de suprafata, putem folosi atat parametrizarea carteziana cat si coordonatele

sferice; se obtine / Vdr = z
r

27. Fiea >0, b >0, ¢ > 0, si fie punctele A(a,0,0),B(0,b,0) si
C(0,0,c). Fie I" reuniunea segmentelor [AB] U [BC| U [C'A] (cu acest sens).

Sa se calculeze /(z —y)dz + (x — z)dy + (y — x)dz.
r
Solutie
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Vom calcula integrala aplicand formula lui Stokes (lasam ca exercitiu calculul
direct). Fie ¥ interiorul triunghiului ABC'’; obtinem:

/(z—y)dm+(:J:—z)dy—l—(y—x)dz:/2dm/\dy+2dy/\dz+2dz/\dx.
r >

Proiectia lui ¥ pe planul xOy este interiorul triunghiului OAB, iar
parametrizarea carteziana este

Rezulta:
/(z—y)dﬂer(fv—Z)dyHy—w)dz:?// (C+C+1>da:dy:
r oAB\a b

= ab + bc + ca.

28. Fie V = (22 +y — 4)i + 3zyj + (222 + 2?)k si fie semisfera

Y ={(z,y,2) € R® | 2> +4* + 2> =16, z > 0}.

Sa se calculeze fluxul campului rot (V) prin ¥, orientatd cu normala exte-
rioara (la sfera).
Solutie
Fluxul cerut este:
F(rot(V)) = /E rot (V) - do,

unde, 7 este normala exterioara la . Integrala de suprafata se poate calcula
atat direct (cu definitia) cat si cu formula lui Stokes; pentru aceasta, fie T’
cercul de intersectie dintre ¥ si planul zOy. Ecuatiile lui I' sunt:

22 4+19% =16, 2 =0.

Orientarea pe I' este orientarea pozitiva a cercului in planul xOy. Aplicand
formula lui Stokes, rezulta:

/rot(V)-ﬁdU:/VdF:
b r

2m
= / ((16 cos’t + 4sint — 4)(—4sint) + (48sint cos? t)) dt = —16m.
0
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29. Fie a > 0,b > 0 si fie I intersectia cilindrului 22 + y? = a? cu
planul z + % = 1. Sa se calculeze, (aplicand formula lui Stokes), circulatia
a

campului vectorial V = zi + (y — x)j + (z — z — y) k de-a lungul curbei T
(orientarea pe I' nu este precizatd).

Solutie

Fie X portiunea din planul %—i— % = 1 din interiorul cilindrului 22 + 32 = a?:

z

2 1, 22 +4% <d?).

L ={(z.9,2) R =+

Atunci, conform formulei lui Stokes, rezulta:

/Vd?:/rot(V)-ﬁda,
r b

orientarile pe I' i ¥ fiind compatibile. Parametrizam cartezian X::
z:b<1— 1:) Jzy) € D={(z,y) € R* | 2> + ¢y* < d*}.
a
Rezulta vectorii tangenti la 3

b
1,0, —— i(0,1,0
(10.-7) s ©.1.0),

i+ k.

SIS

si deci versorul normalei la ¥ indus de parametrizarea aleasa este n =

Rotorul caAmpului V este rotV = —i + j — k. Rezulti circulatia:

/V?:/rot(V) -fdo = —ma® <1+ b>.
r p) a

30. Fie (3,0%) o suprafatd cu bord orientat, fie m versorul normalei
la 3 gi fie € un vector constant. Sa se demonstreze ca circulatia campului

vectorial V = (¢7) T pe curba 0% este egald cu / ¢(F xm)do.
)

Solutie
Aplicam formula lui Stokes:

/82(6?)FdF: /Er0t<(c7‘)r>nda =
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= /E<(c7“) rot7 — T X grad(cr)) ndo = /E(é X T)ndo = / ¢(r x m)do.

by

31. Fie (X,0%) o suprafatd cu bord orientat, fie @ versorul normalei
la ¥ si fie f si g doud functii de clasi C? pe o vecinitate a lui ¥. Sa se
demonstreze relatiile:

/ feradgdr = / ((gradf) X (gradg)) ndo.

s 5o s (15 w05y ) o+ (524 050) 2 =0

Solutie
Se aplica formula lui Stokes. Pentru prima egalitate:

fgradgd? :/ rot(f - (gradg)) -ndo =
pX
= /( -rot(grad g) — grad g x gradf) ndo =

= /E<(gradf) X (gradg)) ndo.

Pentru a doua egalitate, calculam rotorul:

()i (5 )3 (12 o))

deci circulatia este nulad (s-a folosit teorema de simetrie a lui Schwartz).

32. Fie (X,0%) o suprafata cu bord orientat si fie @ versorul normalei
la suprafata 3.
a. Daca f este o functie de clasa C' pe (0,00), si se calculeze circulatia
campului vectorial V = f(r)7 pe curba 9.
b. Daca g este o functie de clasi C' pe o vecindtate a lui ¥ si ¢ este un
vector constant, sa se demonstreze ca circulatia campului de vectori
W(z,y,2) = g(z,y,2) ¢ pe curba 9% este

/ ¢(m x gradg)do.
b

Solutie
a. Aplicam formula lui Stokes; pentru aceasta, calculam

rotV = f(r)rotT — T x gradf(r) = —F x ”f/?(ja)r:
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deci circulatia este nula.
b. Aplicam formula lui Stokes; calculand rotorul cAmpului W, obtinem

rotW = —¢ x gradg,
ceea ce conduce la rezultatul cerut.

33. Fie (,0%) o suprafatd cu bord orientat, fie f € C1(R), a € R? si
fie V = (@gradf(r)) 7, unde, T este vectorul de pozitie. Si se demonstreze:
axr ,

VdF:/ f'(r) m do,
0% P r

unde, 7@ este versorul normalei la X.
Solutie
Se aplica formula lui Stokes:

Vd?:/
0% %

Calculam acum rotorul lui V; pentru aceasta, calculam mai intai:

axrT

F(r) do = /Z rot (@ gradf(r))7) 7 do.

=

gradf(r) = f'(r) gradr = f'(r)

Obtinem:

rot ((agradf(r))T) = rot (
@rn)

<

ceea ce incheie demonstratia.



Capitolul 10

Exemple de teste pentru
examen

10.1 Analiza matematica I

Testul 1.

I. Este spatiul (R2,|| ||2) complet ? Justificare.

II. S& se studieze convergenta seriilor:

> 73/”3:;77", > nl(4)",a€R

n>1 n>1

ITI. Sa se construiasca un sir al aproximatiilor succesive care sa convearga
la solutia reala a ecuatiei 2 4+ 12z — 1 = 0.

IV. Sa se studieze convergenta punctuala si uniforma a sirului de functii
fn:[0,1] = R, fo(z) = 2™ — 2™+,

V. Sa se studieze existenta derivatelor partiale si a diferentialei (in origine)
2

20 (@) # (0,0)

0, (z,y)=1(0,0)
VI. Si se determine maximul si minimul functiei f(z,y) = 22 +y?—3z—2y+1
pe multimea K = {(z,y) € R? | 22 + 42 < 1}.

pentru functia: f(z,y) = {

Testul 2.

I. Sunt urmatoarele afirmatii adevarate? Justificare.

a. Orice functie de clasa C!(R?) este diferentiabila.

b. Dacia f : R? — R are derivate partiale in origine, atunci ea este
diferentiabild in origine.

289
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II. Sa se studieze convergenta uniforma a seriei: Z Siﬁ#, x € R. Se poate
n>1

deriva seria termen cu termen (pe R)?

ITI. S se afle extremele locale ale functiei f(z,y) = 22ye?*T3Y, pe R?.

IV. Sa se calculeze aproximarea liniara a functiei f(z,y,z) = ’/Wﬁﬂ)

in vecinatatea originii.
V. Fie 7 vectorul de pozitie si fie f € C'(R). Sa se calculeze laplacianul

functiilor g(z,y,2) = f (%) si h(z,y,2z) = f(r).
VI. Pe spatiul Banach (C[a,b],| |le) al functiilor continue (reale) con-

sideram aplicatia J : Cla,b] — R, J(f) = / f(t)dt. Este J functionala

a
liniara? Dar continua?

Testul 3.

I. Teorema contractiei.
I1. Sa se studieze convergenta si convergenta absoluta seriilor:
n(2+4)™ Z (=)™
3n ’ Inn *
n>1 n>2
ITI. In spatiul metric R, multimea {(—1)”% | ne N}U{-1,1} este
inchisa sau deschisa? Justificare.

IV. Sa se dezvolte in serie de puteri centrate in zero functiile f(x) = sin 2z
1 — 5 : o e (,1)n+1
si g(x) = In(1 + 2x). Sa se calculeze apoi suma seriei Z ——

n>1

2 2

V. Fie functia f(z,y) = { i Sm% dacd (z,y) # (0,0)

0 daca (z,y)=(0,0)
a. Si se arate ci f este de clasa C' pe R?.
b. Sa se arate ca f are derivate partiale mixte de ordinul al doilea in orice
punct si sa se calculeze ;;gy si B%ng in origine; este f de clasi C? pe R? ?
VI. Sa se afle extremele functiei y = y(x) definite implicit de ecuatia
2+ 3 — 2zy = 0.

Testul 4.

I. Teorema lui Taylor. Este adevarat ca orice functie f € C*°(R) se poate
dezvolta in serie Taylor in vecinatatea oricarui punct?

_ 1 —
IT. Sa se calculeze rotorul campului vectorial V = —(k X 7).
r

III. Si se aproximeze cu o eroare mai mica decat 1073 solutia reals a ecuatiei
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23 +4x—1=0.

IV. Sa se determine valorile extreme ale produsului zy cand x si y sunt
coordonatele unui punct de pe elipsa de ecuatie 22 + 2y = 1.

V. Sa se studieze convergenta punctuala si uniforma a sirului u, : R — R,

un(z) = /22 + 5, n>0.

V1. Sa se studieze convergenta seriei Z (a+1)(a—|il2!).‘.(a+n)’ a>—1.

n>0
Testul 5.
I. Spatiul metric al functiilor continue (C[a,b],|| ||c) este complet 7 Justi-
ficare.
< L A 9. Lsinx
II. Sa se calculeze cu o eroare mai mica decat 107 integrala —dx.
0 T

Yy

W daca (z,y) # (0,0)
0 daca (z,y) = (0,0)
Sa se studieze continuitatea, existenta derivatelor partiale de ordinul intai
si diferentiabilitatea in origine.
IV. Sa se determine extremele locale ale functiei:
f:(0,2m) x (0,27) — R, f(z,y) = sinzsinysin(z + y).
V. Fie g € CY(R?) si fie functia z = z(z,y) definitd implicit de ecuatia

g(y? — 22,z — xy) = 0. S& se calculeze expresia F = y% + ”T%Z

ITI. Fie functia f(x,y) = {

(o]
V1. Se poate deriva termen cu termen seria Z e, € R?
n=1

Testul 6.

I. Consideram pe @ si C metrica uzuala: d(z,y) = |z — y|. Sa se stabileasca
daca urmatoarele afirmatii sunt adevarate sau false. Justificare.

a. Spatiul metric (@, d) este complet.

b. Spatiul metric (C,d) este complet.

n
II. Sa se studieze convergenta seriei Z (‘;Zﬂ) , a>0,b>0.
n>1

ITI. Sa se determine multimea de convergenta (in R) a seriei de puteri:

n! n
Zl (a+1)(a+2)...(a+n)x , a4 > 0.

. . . .= kT -
IV. Sa se calculeze divergenta campului vectorial V' =7+ —7, unde k este
r
versorul axei Oz, iar T este vectorul de pozitie.

V. Si se determine valorile extreme ale functiei f : R? — R,



292 CAPITOLUL 10. EXEMPLE DE TESTE PENTRU EXAMEN

f(z,y, 2) = 22% + y? + 322 pe multimea {(z,y,2) € R3|x? +y? + 22 = 1}.
VI. Fie f : (0,1] — R, f(z) = sini. Si se studieze dacd f este uniform
continua.

Testul 7.

I. Serii de puteri, teorema lui Abel.
IT. Sa se dezvolte in serie in jurul originii functia f(z) = arctgz si sa se

arctgr dr

1

o 3

calculeze cu o eroare mai mica decat 10~ integrala -
0

III. Fie f: R®— R ; f(z,y,2) = 2% + yz —xy sia = (1,1,2). Sa se deter-
mine versorul s stiind ca %(a) este maxim.

IV. Sa se determine extremele functiei z = z(z,y), definite implicit de
ecuatia 23 + z + 20(2? + y?) — 8(zy + z +y) = 0.

V. Sa se caracterizeze sirurile Cauchy si cele convergente intr-un spatiu met-
ric discret.

VI. Si se afle f € C%(R) stiind c& functia u(z,y) = f(2? —y?) este armonica
pe R2.

Testul 8.

I. Sa se enunte si sa se demonstreze trei criterii de convergenta pentru serii
cu termeni pozitivi.

I1. Fie a,b € R,a < b. Sa se demonstreze ca di(f,g) = ff |f(z) — g(z)|dx
este distanta pe multimea functiilor continue Cla, b).

(=n"

ST folosind seria de puteri

ITI. S& se calculeze suma seriei numerice E

n>0

(=)™ 3n+1
Z 3n+1x e
n>0
IV. Sa se studieze continuitatea si existenta derivatelor partiale in origine

) (2e2)

ale functiei f(z,y) =< ¢ ‘"’ daca xy #0

0 daca xzy=0

V. Fie F' € C?(R?). Functia y = y(x) este definitd implicit de ecuatia

F(sinz +y,cosy + x) = 0.

Sa se determine y” in punctele critice ale lui y.
242y

e T x% + 2y = 0. Ce devine ecuatia daca

VI. Fie ecuatia diferentiala x
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se face schimbarea de variabile (x,y) — (t,y), unde x = e’ ?

Testul 9.

I.In R (cu distanta uzuald) orice gir Cauchy este convergent? Justificare.
(="

Inn °

II. Sa se studieze convergenta si convergenta absoluta a seriei Z
n>1
III. S& se dezvolte in serie de puteri centrate in zero functia

B . . .y . . 1-3-5...(2n—1) 1
f(x) = arcsinz si apoi sa se calculeze suma seriei 1+ Z 516 @) T
n>1

1—cos z2

zZsinx? *

IV. Folosind dezvoltari limitate sa se calculeze limita: lin%
xr—r

Ty v

V. Fie functia: f(z,y) = { ﬁ daca (z,y) # (0,0)
0 daca (z,y) = (0,0)

a. Sa se arate ca f este de clasi C! pe R
b. Sa se arate f are derivate partiale mixte de ordinul al doilea in origine
si sa se calculeze aajgy si afgw in origine; este functia f de clasi C? pe R? ?
VI. Fie a,b,c € R, a®> +b> + ¢ # 0; si se determine valorile extreme ale
functiei f: R® — R, f(x,y,2) = ax + by + cz, pe multimea
D= {(z,y,2) € R | 22 +9>+ 22 =r?}.

Testul 10.

I. Derivarea gi integrarea termen cu termen a girurilor de functii.

y . < . (-1
II. Sa se studieze convergenta absoluta pentru seria §>:2 g
n>

ITI. Pe spatiul Banach complex (Cla,b], || |lo) consideram operatorul:

(Mf)(l’) = $f($)7 Vfe C[(l, b]a Va e [CL, b]

a. Sa se demonstreze ca M este liniar si continuu si || M ||= |b].

b. Sa se demonstreze ca spectrul lui M este : o(M) = [a,b].

c. Sa se determine multimea valorilor proprii.

IV. Sa se calculeze multimea de convergenta (in C') a seriei Z %, zeC.
n>1

V. Este functia g : R?2 +— R, g(z,y) = /22 + y2 de clasa C'(R?) ?

VI. Si se determine punctele de extrem local ale functiei:

f(z,y) = 3zy? — 23 — 152 — 362 + 9, (z,y) € R2.
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10.2 Analiza matematica 11

Testul 1.

I. Sa se enunte si sa se demonstreze doua criterii de convergenta absoluta
pentru integrala Riemann improprie.
[e.e]

1
I1. Sa se calculeze / ﬁ dz.
0

III. S& se calculeze integrala:

// (1+\/:c2+y2) drdy, D = {(z,y) € R?>; 2> +y*> —y <0, 2 > 0}.
IV.DFie 0 < k < R; sa se calculeze volumul multimii:

Q={(r,y,2) R} |22 +1y®? + 22 < R?, 2 > k}.

V. Fie campul vectorial V =7 + % 7 gi fie suprafata:
Y={(z,y,2);2=3 -2 —y* 1 <2} U{(z,y,2);2° + > < 2,2 =1}.
S se calculeze fluxul lui V prin ¥ (orientatd dup# normala exterioard).
VI. Ce relatii de incluziune sunt intre multimile:

i. (N2)si 2(2)

ii. L'0,27]si L%[0,2x])? Justificare.

Testul 2.

I. Formula Green-Riemann.

o
IT. S& se studieze continuitatea functiei F(y) = / Trdr,Yy € R.
0

ITI. Pe spatiul Hilbert £2(N) considerim operatorul:

V i 3(N) — £2(N), (Vx)(0) = 0si (Va)(n) = x(n —1),¥n > 1. Sa se

calculeze valorile proprii ale lui V.

IV. S{; se calculeze aria multimii plane D marginite de curba de ecuatie:
Y2

‘ac—j + ¢z = 1,a i b fiind doua constante pozitive.

V. Sa se calculeze aria submultimii de pe sfera 2 + y? + 22 = 1, situate in

interiorul conului x? + y? = 22.

VI. Sa se calculeze direct si aplicand formula lui Stokes integrala
/ vdr + (x+y)dy+ (x+y+2)dz ,T: 2> +y> =R, z =2 +y.
r
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Testul 3.

I. Formula Gauss-Ostrogradski.

INIE]

IT. Sa se calculeze integrala: J(a) = / %dm,a >0,a # 1.

III. S& se calculeze integrala dubla:

/ / (z + 3y)dzdy, D fiind multimea plana marginita de curbele de ecuatii

D

y:$2+1,y=—x2,x:—17$:3-

IV. Si se calculeze aria paraboloidul z = 22 + y2, 2 € [0, h].

V. Sa se calculeze coordonatele centrului de greutate al unui arc de cerc de

razd R gi de masurda a € (0, 7), presupus omogen.

V1. Si se calculeze fluxul cAmpului vectorial V = — (Fx k) printr-o suprafati
T

inchisa arbitrara ce nu contine originea in interior.

Testul 4.

I. Teorema lui Poincare.

o . . : Inx
II. Sa se studieze convergenta integralei T dx

1
ITI. S& se dezvolte in serie Fourier functia f(z) = |z|, « € [—7,x], prelun-
gita prin periodicitate la intregul R. Sa se deduca apoi suma seriei numerice:
1o
izttt
IV. Fie a = % dx + xﬁizz dy. Sa se calculeze integrala curbilinie /F a,
unde I este o curba arbitrara inchisa cu O ¢ I.
V.Fiea >0, b>0, ¢c>0, sifie punctele A(a,0,0),B(0,b,0) si C(0,0,c).
Fie I reuniunea segmentelor [AB] U [BC| U [C'A] (cu acest sens). Sa se cal-

culeze / (z — y)dx + (z — 2)dy + (y — x)dz direct si aplicand formula lui
r

Stokes.
VI. Si se calculeze fluxul cAmpului de vectori 7 = i + yj + zk, prin
suprafata de ecuatie 22 = 22 +y2, 2z € [0, 1].
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Testul 5.

I. Formula lui Stokes. )

II. Sa se calculeze integrala / (ldix)l, neN.

—xn)n
ITI. S& se determine seria Fourier asociata functiei f(z) = e®, x € (—m, 7]
si apoi sa se calculeze suma seriei de numere: Z ﬁ, a # 0.

n>1

IV. Sa se calculeze volumul multimii marginite de suprafetele de ecuatii
z=4—x% -9y 22 =5+ 2% + 12
V. Si se calculeze fluxul cAmpului de vectori V' = yi—xj+2k, prin suprafata
de ecuatie z = 2% +32, 2 € [0,1].
VI. Sa se calculeze masa firului material de ecuatii parametrice:
z(t) =t, y(t) = 3%, 2(t) = 313, t € [0,1], cu densitatea F(z,y, z) = v/2y.

Testul 6.

I. Baze ortonormale in spatii Hilbert si serii Fourier.
1
II. Sa se calculeze integrala / In? (%) dr,p > —1.

0
III. S& se calculeze aria multimii plane marginite de curba de ecuatie
(x2 + y2)2 = 2a’zy, a fiind o constanta pozitivi.
IV. Fie a = ﬁdm—i— Jffﬁdy.
a. Sa se calculeze integrala curbilinie / a, unde, am notat cu C(O, R)

C(O,R)
cercul de centru O si raza R > 0.

b. Sa se calculeze / a, unde, I' este o curba arbitrara inchisa astfel incat
r
(OX- 2
V. Sa se calculeze volumul multimii marginite de suprafetele de ecuatii
24+ +22=1,2+22=2%>0.
VI. Sa se calculeze, folosind formula lui Stokes, integrala:
/ y(y + 22)dx + 2z(y + 2)dy + 2zydz
r

I" fiind curba de ecuatii I : 22 =224 y2, 2+ y2 = 2z,
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Testul 7.

I. Serii trigonometrice.
o0

I1. Fie a > 0. Sa se calculeze / % dx.
0
III. Sa se calculeze integrala dubla / / In(14-224y?)drdy, D fiind marginit

de curbele de ecuatii 22 + 3% = €2, y = 23, x = y/3, = > 0.
IV. Fie 1-forma diferentiald o = ydx + xdy, (x,y) € R%.

i. Este o inchisa? Dar exacta?

ii. Sa se calculeze [ « pe un drum cu capetele A(2,1) si B(1,3).
V. Sa se calculeze spectrul si norma operatorului diagonal:

Dy : 12(N) = (2(N), (Daz)(n) = a(n)z(n), unde a(n) =
Este operatorul D, inversabil 7

_1
n2+1"

V1. Sa se calculeze integrala de suprafata / w2dyndz—2xydzNdx+22dxAdy,
b
unde, ¥ = {(x,y,2); 22 +y? + 22 = 9}.

Testul 8.

I. Integrale cu parametri.

us

I1. S& se calculeze integrala: F(y) = /2 In (cos? z + y? sin? 2) dz, Vy > 0.
0

III. Sa se calculeze volumul multimii:

Q={(z,y,2) € R*; (z,y) € D, 0 < 2 < f(a,y)},

dacd D = {(z,y) € R?; 22 +y* < 2y}, si f(z,y) = 2® + ¢°.

IV. Sa se calculeze masa gi coordonatele centrului de greutate ale unei sem-
isfere S de raza R si avand densitatea constanta c.

V. Fie V = (22 + y — 4)i + 32yj + (2vz + 2?)k si fie semisfera

Y= {(z,y,2) € R® |2 +y? + 22 =16, z > 0}.

Sa se calculeze fluxul cAmpului rot (V) prin ¥, orientatd cu normala exte-
rioara (la sferd).

VI. Si se determine seria Fourier asociata functiei f(x) = 22, x € (—n, 7],
prelungitd prin periodicitate la R. Sa se calculeze apoi sumele seriilor de

numere: Z #, Z 7(_172;71 , Z #

n>0 n>1 n>1
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Testul 9.

I. Masura si integrala Lebesgue.

IT. Sa se calculeze integrala: F(a) = [ In G‘fggg:;) Ao a| < 1.

O\w\z\

ITI. Sa se calculeze: // e$2+y2dxdy, D ={(z,y) € R?; 2* + > < 1}.
D
IV. Sa se calculeze norma si valorile proprii ale operatorului
W :02(Z) = 12(2), Wz)(n) =z(n—1),Vn € Z.
V.Fie P,Q,R:Q={(z,y,2); y >0,z >0} — R,
P:xzfyquxzyTyQ, Q:nyzxfozTyQ, R=2%—ay.
Notand cu w = Pdx + Qdy + Rdz, sa se calculeze /w, unde I' este un
r
drum parametrizat arbitrar (inclus in ) ce uneste punctele A(1,1,0) si
B(~1,1,0).
VI. Fie ¥ o suprafata inchisa si fie K compactul marginit de . Sa se

demonstreze ci: % / 7m do = vol (K), m fiind normala exterioara la X.
)

Testul 10.

I. Functiile lui Euler.

22
IL. Fie f : [0,1] x (0,00) — R, f(z,y) = m e () si fie integrala parametru
1

1 1

F(y) = / f(z,y)dx. Sa se calculeze: lim/ f(z,y) si / lim f(z,y)dx.
0 y—0Jo 0 y—0
III. Sa se calculeze volumul multimii marginite de suprafetele de ecuatii
22y’ =1,22=22+9% 2>0.
IV. Si se calculeze aria submultimii de pe paraboloidul z = 22 + 3? situat
in interiorul cilindrului z2 4 y? = 2.
V. Sa se calculeze, aplicand formula Green-Riemann, / zydx + % dy,
r
P={(z,y) 2" +y" =10 <0<y} U{(z,y) [2+y=—12<0,y <0}
VI. Sa se calculeze integrala de suprafata:
/ 22(y — 2)dy Ndz + y*(z — 2)dz A dx + 22 (x — y)dz A dy,
b

unde ¥ = {(z,y,2); 22 =22 + 43,0 < 2 < 1}
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